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容 的 深度 上 和 思想 方法 上 与 传统 的 高 等 微 积分 有 了 很 大 的 变化 ; 
高 等 代数 也 是 一 样 ,有 关 群 . 环 、 域 的 概念 和 线性 代数 的 内 容 都 是 
传统 的 高 等 代数 课程 内 容 中 所 没有 的 .但 是 遗憾 的 是 高 等 几何 的 
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新 意 , 教 材 的 最 后 部 分 讲述 了 二 维 双 曲 几何 和 椭圆 几何 的 基本 内 
容 ,使 学 生 学 习 了 这 些 内容 以 后 ,能 够 突破 传统 的 欧 几 里 得 几何 的 
框架 ,去 想象 和 思索 新 的 几何 领域 .我 希望 这 本 《高 等 几何 》 教 材 能 
受到 广大 高 等 师范 院 校 数学 专业 的 师 生 的 欢迎 . 
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几何 是 研究 空间 形式 的 重要 数学 分 支 , 而 高 等 几何 是 研究 射 
影 \ 欧 氏 、 双 曲 、 椭 图 等 几何 及 它们 的 相互 关系 的 学 科 . 本 书 以 
Klein 的 变换 群 观点 为 指导 思想 ,以 一 些 重要 定理 为 主线 ,介绍 了 
平面 射影 几何 的 基本 知识 ,努力 展示 射影 \ 仿 射 、 欧 氏 、 双 曲 、 椭 贺 
等 多 种 几何 的 丰富 内 容 和 内 在 联系 .本 书 可 供 高 等 师范 学 院 数 学 
系 作为 教材 ,也 可 用 作 自 学 . 

本 书 在 教学 内 容 的 选取 和 编排 上 作 了 一 些 努 力 ,对 一 些 命题 
给 出 新 的 简洁 的 证 明 , 力 求 做 到 叙述 正确 .条 理 分 明 . 通 过 双 曲 与 
椭圆 几何 的 学 习 可 以 对 古典 几何 有 一 个 全 面 的 了 解 ,也 能 接触 一 
些 近代 数学 思想 (如 覆盖 空间 、Gauss - Bonnet 公式 等 ) ,这 对 提高 
学 生 学 习 兴 趣 、 培 养 数 学 修养 及 对 今后 的 学 习 都 有 好 处 . 

本 书 采用 综合 法 与 解析 法 并 重 的 写法 ,主要 概念 的 定义 与 讨 
论 尽 可 能 采用 几何 方法 进行 ,以 帮助 读者 建立 空间 直观 ,能 很 好 地 
理解 这 些 概 念 .写作 时 也 注意 解 题 技 巧 以 及 利用 作 图 帮助 解 题 ,以 
增强 能 力 的 培养 . 书 中 选编 了 较 多 的 例题 和 习题 ,其 中 一 部 分 与 中 
学 平面 几何 有 关 , 以 突出 射影 几何 对 中 学 几何 的 指导 作用 .这 些 习 
题 也 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 ,它们 对 于 巩固 与 加 深 对 内 容 的 理解 
是 很 有 必要 的 . 

阅读 本 书 应 该 具有 解析 几何 及 线性 代数 方面 的 知识 ,如 果 学 
过 一 些 群 论 那 更 好 ,第 五 章 在 介绍 双 曲 弧 长 与 面积 时 要 用 到 一 些 
简单 的 微 积分 . 

苏州 大 学 数学 科学 学 院 对 本 书 的 编写 与 试用 给 予 了 大 力 的 支 
持 . 梅 向 明教 授 审 阅 了 教材 并 提出 了 很 好 的 修改 意见 .本 书 曾 由 苏 
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州 大 学 出 版 社 出 版 , 管 光 宁 编辑 做 了 许多 工作 .在 此 , 特 向 他 们 表 
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同志 为 本 书 的 出 版 做 了 很 多 前 期 工作 , 张 爱 和 同志 仔细 地 审阅 了 
书稿 ,提出 了 许多 改进 意见 . 
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第 一 章 
射影 平面 


本 书 研究 实 射影 几何 及 其 相关 的 几何 .射影 平面 有 几 种 等 价 的 定 
义 方 法 ,这 里 采用 在 普通 欧 氏 平面 上 添加 无 穷 远 点 以 及 无 穷 远 直 线 ， 
将 平面 扩充 为 拓 广 平面 ,以 拓 广 平面 为 模型 来 定义 射影 平面 .采用 这 
种 定义 的 好 处 是 较为 直观 ,并 且 这 一 构造 直接 给 出 了 将 射影 几何 结论 
运用 于 欧 氏 几何 的 方法 .在 $ 1.1, 我 们 讨论 拓 广 平面 上 点 与 直线 的 齐 
次 坐标 表示 ,利用 这 一 表示 可 以 得 到 射影 平面 上 点 与 直线 的 解析 表 
示 . 这 种 解析 表示 也 可 用 来 定义 射影 平面 .本 章 还 将 介绍 射影 平面 的 
一 些 基本 但 重要 的 概念 ,如 射影 坐标 ,对 偶 原 理 , 交 比 等 . 


$1.1 拓 广 欧 氏 平面 


我 们 以 上 ,7 等 希腊 字母 表示 直线 ,用 大 写 英 文字 母 4 ,B,C 
等 表示 点 .如 果 A ,B 是 不 同 的 两 点 ,用 AB 表示 过 A,B 的 直线 . 
两 直线 & 与 了 的 交点 用 & Xx 7 表示 ,PE 表示 点 P 在 直线 4 上 .在 
这 一 节 我 们 通过 改造 欧 氏 平面 ,得 到 射影 平面 的 一 个 模型 . 


1.1.1 中 心 射影 


先 讨 论 两 条 共 面 直线 之 间 的 中 心 射影 . 
定义 1.1.1 设 &,w 是 共 面 的 两 相 异 直线 ,O 是 两 直线 外 一 
点 .对 于 直线 上 任 一 点 4 , 设 A 是 直线 OA 与 了 的 交点 , 则 由 
A 一 >A “定义 的 直线 $ 上 点 与 了 上 点 的 对 应 叫 直线 中 心 射影 , 简 
称 为 中 心 射影 , O 是 射影 中 心 . 
1， 


按照 定义 ,中 心 射影 的 逆 对 应 也 是 中 心 射 影 . 如 图 1-1-1 所 
示 , 如 果 & 与 7 平行 ,那么 中 心 射影 是 一 个 既 单 且 满 的 映射 ,我 们 
称 为 是 一 一 映射 .而 如 图 1 -1 一 2, 如 果 直 线 & 与 5 相交 ,那么 交 
点 DD 是 中 心 射影 的 不 变 点 .这 时 直线 & 上 存在 一 点 已 使 得 直线 
OP 与 了 平行 ,根据 中 心 射影 的 定义 ,5 上 这 样 的 点 P 没有 像 . 另 一 
方面 直线 7 上 也 有 一 点 Q, OQ 与 4 平行 , Q 不 是 4 上 任何 点 的 
像 .P 与 Q 都 叫做 中 心 射影 的 影 消 点 .出 现 这 一 情形 的 原因 是 欧 
氏 空 间 中 平行 的 直线 不 相交 .因此 如 果 与 7 相交 ,那么 6 与 7 之 
间 的 中 心 射影 不 是 通常 意义 下 的 映射 、 


图 1-1=1 


下 面 讨论 平面 之 间 的 中 心 射影 、 

定义 1.1.2 设 x 与 x' 是 欧 氏 空间 中 两 个 不 同 的 平面 ,点 O 
不 在 x 上 也 不 在 x 上 ,对 于 平面 x 上 任 一 点 A ,如果 直线 OA 交 
x 于 A', 则 记 为 A"= p(A). 这 样 定 % 
义 的 平面 x 与 x 之 间 的 对 应 p: 


rot nt /LN 
心 射影 ,O 是 射影 中 心 . /7 


与 直线 之 间 的 中 心 射影 一 样 , 平 
面 中 心 射 影 的 逆 对 应 也 是 中 心 射影 ， 人 
如 图 1- 1- 3, 如 果 平面 与 平 图 1-1-3 


2. 


行 ,那么 对 于 平面 x 上 每 一 点 都 有 x 上 的 点 作为 它 的 像 .不 难 知 
道 ,这 时 中 心 射影 p: r 一 >x' 是 一 一 映射 .中 心 射影 p 把 平面 x 
上 的 直线 变 成 x" 上 直线 ,把 相交 直线 变 成 相交 直线 ,平行 直线 变 
为 平行 直线 .限制 p 于 平面 x 上 某 一 条 固定 直线 就 得 到 直线 之 间 
的 中 心 射影 . 

如 果 平 面 x 与 x 相交 ,那么 两 平面 的 交 线 上 每 一 点 在 中 心身 
影 下 是 不 变 的 .如 图 1-1-4 所 示 , 一 般 地 9y 仍 把 平面 x 上 直线 
变 为 x“ 上 直线 ,把 相交 直线 变 为 相交 直线 .但 是 有 例外 情况 ,在 图 
1-1-4 中 , 设 《 是 平面 + 上 直线 ,使 得 过 射影 中 心 O 与 直线 的 
平面 与 平行 ,这 时 直线 £ 上 任 一 点 在 中 心 射影 下 没有 像 . 这样 
的 直线 £ 叫做 影 消 线 .同样 平面 x 上 也 有 直线 ,过 上 任 一 点 
与 O 的 连 线 平行 于 x. 易 见 $ 上 任 一 点 都 不 是 中 心 射影 的 像 ,也 
叫 平面 x' 上 的 影 消 线 .因此 在 x 与 x 相交 时 ,中 心 射影 不 是 通常 
意义 下 的 映射 ,原因 与 直线 之 间 中 心 射影 类 似 :平行 平面 平行 直 
线 都 不 相交 . 


图 1-1-4 


尽管 中 心 射 影 有 些 缺 憾 , 它 还 是 有 一 些 有 趣 的 性 质 .下 面 举 一 
些 例子 . 
例 1 平行 直线 在 中 心 射影 下 可 以 变 成 相交 直线 . 
证 如 图 1-1-5, 设 O 是 相交 平面 + 与 x 外 一 点 ,ABCD 
. 过 . 


是 平面 x 上 平行 四 边 形 ,其 一 边 AD 在 两 平面 交 线 上 ,四 边 形 
AB'C'D 是 平行 四 边 形 ABCD 在 以 O 为 中 心 的 中 心 射影 下 的 像 . 
如 果 ABCD 也 是 平行 四 边 形 , 则 线段 AD, BC,B'C’ 互 相 平 行 且 
相等 ,这 样 BCC“B“ 也 是 平行 四 边 形 , 这 与 BB ,CC-' 交 于 O 矛盾 . 
所 以 必 有 AD 与 B'C“ 相 交 或 AB“ 与 DC 相交. 这 证 明了 中 心 射影 
下 平行 直线 可 变 成 相交 直线 .进一步 讨论 可 以 证 明 AD 与 BC 平 
行 ,而 AB 与 DC’ 相交 . 


O 


图 1=1=$ 图 1-1-6 


下 面 证 明 在 图 1-1- 4 中 平面 x 上 过 影 消 线 & 上 点 的 直线 在 
中 心 射影 下 变 成 平行 线 . 设 已 是 6 上 一 点 ,5,7 是 平面 + 上 过 P 
的 直线 ,它们 分 别 交 r 与 的 交 线 于 A,B. 设 5 与 了 在 中 心 射 影 
下 的 像 是 8 ,7 .从 中 心 射影 作法 知道 ,直线 5 ,7 分 别 与 OP 平 
行 ,因此 “与 了 平行 . 

例 2 中 心 射 影 可 以 把 一 个 平面 上 的 圆 变 成 另 一 个 平面 上 的 
双 曲 线 .椭圆 或 者 抛物 线 . 

如 图 1 一 1-6, 设 工 是 平面 + 上 的 圆 , 点 O 是 平面 x 外 一 点 . 
过 O 与 PF 上 所 有 点 的 连 线 构成 以 O 为 项 点 的 一 个 椭圆 锥 面 . 椭 
圆锥 面 与 平面 相交 可 以 得 到 椭圆 ,也 可 以 得 到 双 曲 线 或 者 抛物 线 . 
例如 ,不 过 锥 面 顶点 而 平行 于 锥 面 的 某 一 条 母线 的 平面 与 锥 面相 
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交 得 抛物 线 . 变 动 此 平面 可 得 到 双 曲 线 或 椭圆. 

例 2 的 严格 证 明 可 采用 空间 直角 坐标 ,这 时 椭圆 锥 面 是 二 次 
曲面 , 它 与 平面 相交 得 二 次 曲线 .而 非 退化 的 二 次 曲线 只 能 是 椭 
圆 ,抛物 线 , 双 曲线 之 一 . 

容易 看 出 ,在 平面 之 间 的 中 心 射影 下 ,两 点 之 间 的 距离 ,两 直 
线 的 夹 角 一 般 都 是 要 改变 的 .所 以 中 心 投影 下 等 边 三 角形 或 直角 
三 角形 的 像 一 般 不 再 是 等 边 三 角形 或 直角 三 角形 .由 前 面 讨论 知 
道 , 三 角形 在 中 心 射影 下 的 像 甚至 可 以 不 是 三 角形 .例如 ,三 角形 
的 一 个 顶点 在 影 消 线 上 . 

如 果 把 点 之 间 的 距离 ,直线 之 间 的 夹 角 等 叫做 图 形 的 度量 性 
质 ,那么 我 们 可 以 说 ,中 心 射 影 不 保持 图 形 的 度量 性 质 . 


1.1.2 拓 广 欧 氏 平面 


上 面 定义 的 直线 与 直线 ,平面 与 平面 之 间 的 中 心 射影 一 般 不 
是 一 一 的 ,并 且 有 些 点 甚至 没有 确定 的 像 .出 现 这 种 情况 的 原因 是 
平行 直线 不 相交 .下 面 改造 欧 氏 直线 与 平面 ,使 得 在 改造 以 后 的 直 
线 与 平面 上 中 心 射影 可 以 自然 地 扩充 为 一 一 的 映射 . 

我 们 约定 ,对 于 每 一 条 直线 加 上 一 个 点 , 称 为 直线 上 的 无 穷 远 
点 ;普通 直线 加 上 无 穷 远 点 以 后 称 为 拓 广 直线 .添加 的 无 穷 远 点 把 
直线 的 左右 两 端 连接 起 来 ,所 以 拓 广 直线 可 看 成 圆 一 样 的 封闭 图 
形 , 如 图 1-1-7. 实 际 上 可 以 按照 图 1-1-8 的 方式 建立 拓 广 直 


线 与 圆 之 间 的 一 一 对 应 .如 图 1-1-8, 设 圆 S: 与 直线 & 相 切 于 
点 4, 点 日 是 A 的 对 径 点 ( 即 AB 是 圆 的 直径 ). 建 立 圆 与 拓 广 直 
线 的 中 心 射 影 , 圆 上 点 P' 与 B 的 连 线 与 的 交点 P 就 是 P' 在 此 中 
心 射影 下 的 像 ,B 是 射影 中 心 . 当 Q “在 圆 S: 上 离 日 越 来 越 近 时 ， 
Q 的 像 Q 在 直线 6 上 离 A 越 来 越 远 ,自然 地 我 们 可 以 定义 圆 S: 
上 点 B 的 像 是 直线 & 上 的 无 穷 远 点 .这 样 的 中 心 射影 建立 了 圆 与 
拓 广 直线 的 一 一 对 应 ,这样 的 对 应 是 连续 的 .因此 圆 可 以 看 成 是 拓 
广 直线 的 一 个 直观 模型 . 拓 广 直线 与 普通 直线 是 不 同 的 : 拓 广 直线 
上 一 点 不 能 把 拓 广 直线 分 成 不 连通 的 两 段 ;而 拓 广 直线 上 的 两 普 
通 点 把 它 分 成 两 段 ,其 中 一 段 包含 无 穷 远 点 , 另 一 段 就 是 原来 直线 
上 的 线段 . 
普通 欧 氏 平面 加 上 平面 上 所 有 直线 的 无 穷 远 点 以 后 称 为 拓 广 
殉 民 平面 ;也 简称 为 拓 广 平面 .这 样 , 拓 广 欧 氏 平面 上 的 点 由 两 部 
分 组 成 ,一 部 分 是 原来 平面 上 的 点 , 称 为 普通 点 , 另 一 种 是 添加 的 
无 穷 远 点 .上 面 定 的 拓 广 直线 也 是 拓 广 平面 上 的 直线 .关于 添加 的 
无 穷 远 点 以 及 它们 与 原 有 的 普通 点 之 间 的 关系 ,我 们 约定 : 
(i) 拓 广 平面 上 任意 两 条 拓 广 直线 如 果 作为 普通 直线 平行 ， 
那么 此 两 拓 广 直线 上 的 无 穷 远 点 相同 ,否则 不 同 ; 
(ii ) 拓 广 平面 上 所 有 的 无 穷 远 点 构成 一 条 直线 , 它 上 面 没有 
普通 点 ,这 条 直线 称 为 无 穷 远 直 线 . 
从 这 些 约定 立即 得 出 :普通 平面 上 两 条 直线 平行 的 充 要 条 件 
是 它们 的 拓 广 直线 在 拓 广 平面 上 交 于 无 穷 远 点 ;一 组 平行 直线 相 
交 于 同一 个 无 穷 远 点 .这 样 , 拓 广 平面 上 的 直线 也 有 两 种 :一 种 是 
添加 无 穷 远 点 以 后 的 拓 广 直线 ,此 种 直线 上 除 一 点 外 都 是 普通 点 ; 
另 一 种 是 无 穷 远 直线 ,这 样 的 直线 在 拓 广 平面 上 只 有 一 条 . 
下 面 的 定理 1.1.1 与 1.1.2 给 出 了 拓 广 欧 氏 平面 上 点 与 直线 
之 间 关 系 的 重要 性 质 . 
定理 1.1.1 拓 广 平面 上 任意 两 点 决定 一 条 直线 . 
证 拓 广 平面 上 两 点 有 三 种 情况 :(1) 两 个 普通 点 ;(2) 两 个 
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无 穷 远 点 ;(3) 一 个 普通 点 , 另 一 个 是 无 穷 远 点 .前 两 种 情况 易 证 . 
下 面 设 A 是 普通 点 ,P。 是 无 穷 远 点 .由 于 无 穷 远 点 是 在 普通 直线 
上 添加 的 ,不 妨 设 P。 是 拓 广 直线 ¢ 上 的 无 穷 远 点 .如 果 点 A 在 é& 
上 , 则 就 是 过 A 与 P- 的 拓 广 直线 .如 果 A 不 在 4 上 , 作 过 A 关 
于 的 平行 线 7, 由 上 面 约 定 ( i ),P。 也 是 7 上 的 无 穷 远 点 ,因此 
7 决定 的 拓 广 直线 ( 仍 记 为 7) 就 是 过 A 与 P。 的 直线 .由 于 过 A 
关于 平行 的 直线 只 有 一 条 ,过 A 与 已 -的 拓 广 直线 是 唯一 的 . 

定理 1.1.2 拓 广 平面 上 任意 两 直线 交 于 一 点 . 

证 拓 广 平面 上 的 两 条 直线 有 两 种 情况 :(1) 两 条 拓 广 直线 ; 
(2) 一 条 拓 广 直线 , 另 一 条 无 穷 远 直线 . 设 $,w 是 两 条 拓 广 直线 ， 
若 它们 交 于 无 穷 远 点 , 则 &, 7 作为 普通 直线 平行 ;如 果 ,7 作为 
普通 直线 不 平行 , 则 交 于 一 个 普通 点 .如 果 与 7 交 于 两 点 , 则 它 
们 重合 .而 一 条 拓 广 直线 与 无 穷 远 直 线 交 于 此 拓 广 直线 上 的 无 穷 
远 点 .因此 拓 广 平面 上 任意 两 条 直线 交 于 一 点 . 

利用 拓 广 平面 的 这 些 性 质 ,容易 把 前 面 定 义 的 中 心 射 影 扩 充 
成 为 它们 各 自决 定 的 拓 广 直线 与 拓 广 平面 之 间 的 一 一 映射 .以 平 
面 为 例 , 如 图 1-1-3, 如 果 平 面 x 与 x 平行 ,平面 x 内 直线 AB 
在 中 心 射影 下 的 像 是 平面 x 内 与 AB 平行 的 直线 AB“ ,补充 定义 
以 O 为 中 心 的 中 心 射影 把 直线 AB 上 无 穷 远 点 变 成 A'B' 上 无 穷 2 
远 点 .这 一 无 穷 远 点 是 共 面 直线 AB,A'B' 各 自生 成 的 拓 广 直线 上 
的 交点 .这 样 ,如 果 仍 以 x ,x 表示 x 与 x 的 拓 广 平面 ,那么 中 心身 
影 成 为 拓 广 平面 x 与 x 之 间 的 映射 , 它 把 x 上 拓 广 直线 变 为 x 上 
拓 广 直线 ,把 x 上 的 无 穷 远 直 线 变 成 x 上 无 穷 远 直线 . 

在 图 1-1-4 情况, 仍 以 x,x 表示 平面 x 与 r 决定 的 拓 广 平 
面 . 设 P 是 平面 + 上 影 消 线 上 的 点 ,5 是 x 上 过 P 的 直线 ,5 是 中 
心 射影 下 5 的 像 . 由 于 “与 OP 平行 ,它们 生成 的 拓 广 直线 交 于 无 
穷 远 点 ,自然 地 定义 上 “上 的 无 穷 远 点 作为 己 的 像 ,我 们 在 前 面 已 
经 证 明 ,平面 x 上 过 P 的 直线 (除了 影 消 线 £) 在 中 心 射影 下 的 像 
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是 平行 线 ,这 样 定义 的 忆 的 像 与 过 P 的 直线 的 选取 无 关 . 由 于 P 
是 & 上 任 一 点 , 影 消 线 在 中 心 射影 下 的 像 是 拓 广 平面 的 无 穷 
远 直 线 .类 似 地 定义 拓 广 平面 x 上 的 无 穷 远 直 线 的 像 , 这 些 像 构 
成 影 消 线 f° .这样 ,中 心 射影 p 扩充 成 为 拓 广 平面 x 与 x 之 间 的 
映射 ;对 于 拓 广 平面 x 上 任 一 点 , 它 与 射影 中 心 O 的 连 线 与 x 的 
交点 就 是 + 上 点 的 像 . 易 见 扩充 后 , p 是 拓 广 平面 x 与 r 之 间 的 一 
一 映射 ,p 把 共 线 点 变 成 共 线 点 ,相交 直线 的 交点 变 成 像 直线 的 交 
点 .扩充 后 的 p 仍旧 叫做 拓 广 平面 x 与 之 间 的 中 心 射影 . 

拓 广 平面 是 射影 平面 的 一 个 模型 ,所 以 中 心 射影 也 可 以 看 成 
射影 平面 之 间 的 一 种 映射 , 它 是 一 种 特殊 的 直射 , 见 $2.3. 类 似 
地 , 拓 广 直线 是 射影 直线 的 一 个 模型 , 拓 广 直线 之 间 的 中 心 射影 对 
应 于 射影 平面 上 直线 之 间 的 透视 , 见 $2.1. 

在 普通 平面 上 ,一 条 直线 可 以 把 平面 分 成 不 连通 的 两 部 分 .但 
是 在 拓 广 平面 上 一 条 拓 广 直线 不 能 把 它 分 成 不 连通 的 两 部 分 .如 
图 1-1-9,6 是 一 条 直线 ,A,B 是 & 两 侧 的 点 .过 A,B 的 直线 上 
包含 无 穷 远 点 的 连接 A , B 的 线段 与 直线 不 相交 (两 直线 只 有 一 
个 交点 ,连接 A ,B 的 由 普通 点 组 成 的 线段 与 相交 ). 因 此 在 & 两 
侧 的 点 A,B 可 以 用 不 与 4 相交 的 线段 连接 .这 说 明 直 线 & 不 能 把 


拓 广 平面 分 成 不 连通 的 两 部 分 . 同样 不 难 知道 ,图 1-1-10 中 两 
拓 广 直线 ,7 将 拓 广 平面 所 分 区 域 中 ,标记 为 工 , 芽 的 两 部 分 分 
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前 .了 一生 = 六 图 1-1-10 


别 是 连通 的 .可 以 证 明 , 工 ,五 两 部 分 是 互 不 连通 的 (证 明 可 利用 
§ 1.2 中 射影 平面 的 半球 面 模型 ) . 

由 于 中 心 射影 保持 拓 广 平面 上 点 和 直线 的 结合 关系 , 即 它 把 
共 线 点 变 成 共 线 点 ,相交 直线 变 成 相交 直线 ,交点 变 成 交点 .利用 
这 一 性 质 可 以 解决 一 些 欧 氏 几何 的 问题 .不 难 知道 ,适当 安排 两 平 
面 的 位 置 ,适当 选取 射影 中 心 ,可 以 使 一 平面 上 任意 取 定 的 直线 在 
中 心 射影 下 成 为 影 消 线 , 在 中 心 射 影 下 它 的 像 成 为 无 穷 远 直 线 ,而 
过 影 消 线 上 点 的 直线 成 为 一 组 平行 线 . 

例 3 设 过 点 S 的 三 直线 分 别 交 直线 & 与 7 于 A,B,C;A”， 
B',C'.O 是 直线 与 5 的 交点 . 试 证 ,四 点 0O,P= AB’ xA'B,Q 
=AC’xA'C,R= BC’ xBC 共 线 . 

证 把 图 1-1-11 中 图 形 看 成 拓 广 平面 上 的 图 形 , 作 中 心身 
影 , 使 直线 OS 成 为 无 穷 远 直 线 , 各 点 在 中 心 射影 后 的 记号 不 变 . 
经 过 中 心 射影 ,4,7 成 为 平行 线 , 直线 AA”, BB ,CC 也 互相 平 
行 .这 样 P,Q,R 成 为 三 个 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 ,所 以 P,Q， 
RR 共 线 , 且 所 在 直线 与 4, 7 平行 , 即 P,Q,R 与 ,7 上 的 无 穷 远 
点 共 线 .由 于 中 心 射影 保持 共 线 关系 ,因此 中 心 射影 前 的 四 点 O， 
P,Q,R 也 共 线 . 


图 1-1-11 


1.1.3 齐 次 坐标 


下 面 给 出 拓 广 平面 的 解析 模型 . 

取 定 普通 平面 上 直角 坐标 系 , 点 的 坐标 用 数组 (zx,y) 表 示 ,其 
中 z,y 可 取 一 切实 数 .所 有 的 数组 (zx,y) 所 成 的 集合 与 平面 上 的 
点 是 一 一 对 应 的 ,为 了 表示 无 穷 远 点 ,我 们 引进 齐 次 坐标 . 

定义 1.1.3 ”如果 点 已 的 直角 坐标 是 (z,y), 那 么 称 (zi， 


xi,z) 是 已 的 齐 次 坐标 ,其 中 rrayzs 满足 z= 守 ， ?= 时， 
3 天 0. 

从 定义 知道 , 三 数组 (3, 5,2) 与 (学, 子 ,1) 是 同一 点 
P( 冯 ,到 ) 的 齐 次 坐标 ,如 果 4 天 0, 则 (3X,5X,24) 也 都 是 P 的 齐 


次 坐标 .坐标 原点 O(0,0) 的 齐 次 坐标 可 以 是 (0,0,p)(p 关 0) 中 任 
意 一 个 .由 定义 ,同一 点 的 不 同 的 齐 次 坐标 的 分 量 相差 一 个 非 零 党 
数 因子 ,三 数组 (zi,za,zs) 与 1(zi,zayzs)=(hMziyhazzyhr3) 


表示 同一 个 点 | 王 , 王 ,zs 天 0,4 天 0. 这 样 , 欧 氏 平面 上 一 点 (z， 
3 3 


y) 的 齐 次 坐标 是 成 比例 的 一 类 三 数组 1{(or ,py,p)1oER,p 天 0 
中 的 任何 一 个 . 反 过 来 ,如 果 (zi,za,zs) 中 的 zs 天 0, 那 么 它 是 以 


z= 型 ,y= 至 为 坐标 的 点 的 齐 次 坐标 
设 &; iz+ 妈 y+&，=0 是 直线 的 直角 坐标 方程 ,6,, 6, 不 全 
为 0. 以 z= 卫 ,> 取代 和 得 直线 & 的 齐 次 坐标 方程: 


ixzit+é,7z2+€,T3=0, 
这 是 zl rz,Ts3 的 一 次 齐 次 方程 . 设 
TMNTIt mrt nx3=0 
. 10 . 


是 另 一 条 直线 的 齐 次 坐标 方程 .由 于 上 ,7 是 相 异 的 两 直线 ,&,， 
所 ,人 与 41,7, 7 不 能 成 比例 .下 面 计算 & 与 7 的 交点 . 


2 


CD 加 果 8 与 9 不 平行, 则 | 人 | <0. 这 时 交点 的 直角 和 
标 是 


€, 6 é€3 | 
We 73 nN 
| 人 
R 3 & a 
mn 7 nn 72 
交点 的 弄 次 生 标 可 取 为 | | 中 ,| 全 |, 过 
72 1 m3 nN nn 72 
一 个 普通 点 的 齐 次 坐标 . 
人 
Co) 如 时 6 与 ?平行 ,这 时 | | = 0.e 与 9 没有 普通 点 
1 % 


作为 交点 ,也 就 是 说 任何 (xz, ,zx,,x;),x; 隆 0, 不 可 能 同时 满足 & 
与 5 的 方程 .三 数组 (&,, $1,0) 或 者 与 之 成 比例 的 (y,, 一 7,0) 
满足 直线 & 与 7 的 方程 ,(&,, 6,0) 不 是 普通 点 的 齐 次 坐标 . 
(&, ,一 全 ,0) 也 满足 与 平行 的 任 一 直线 的 方程 : 
€ix1+ €,7x2+ krs=0, 
其 中 人 为 任意 实数 . 
从 这 些 讨 论 ,我 们 自然 地 将 满足 直线 方程 
:Srzi+ 人 zt+ 人 rs=0 
的 三 数组 (&,, - 8 ,0) 作 为 直线 上 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 .这 样 ， 
直线 & 的 齐 次 坐标 方程 可 以 看 成 & 决定 的 拓 广 直线 的 方程 .满足 
E:&T1+ 色 zs+ 旭 XZ3=0 的 三 数组 (zx ,TI,XT3)(X1,X2,X3 不 全 
为 0) 就 是 6 上 点 的 齐 次 坐标 , z: 天 0 对 应 普通 点 ,zs =0 决定 无 穷 
远 点 .例如 (1,2,0) 是 直线 2x, - zz + Mzs =0 上 的 无 穷 远 点 () 可 
. 11 四 


取 任 意 实数 ). zx 轴 上 的 无 穷 远 点 可 用 (1,0,0) 表 示 ,y 轴 上 的 无 穷 
远 点 用 (0,1,0) 表 示 . 自然 地 ,无 穷 远 直 线 的 方程 可 写成 
aw :Xs3=0. 


如 图 1-1-12, 直 线 &: 6&1x1 + ,x + Xx3=0 与 x 轴 夹 角 


时 
为 a,tan a= 一半,cos a:sina= - 所 :6 是 


四 
直线 的 方向 .与 直线 平行 的 直线 的 方向 
也 是 -所 :6 .如 果 &1 取 0, 那 么 上 任 一 普 


通 点 可 用 { -去 (t+ 和),+ 表示 ,相应 的 
齐 次 坐标 是 (- 6&1 一 和 ,1,61). 当 t 关 0， 
它 也 可 表示 成 (名 + 了 6 一向， 了 人 .1 
趋 于 无 穷 大 ,也 就 是 直线 上 点 趋 于 无 穷 远 点 时 ,可 得 极限 (&,， 
一 6,,0). 这 从 另 一 角度 说 明了 以 (&,，- $1,0) 表 示 直线 $ 上 无 穷 
远 点 的 合理 性 ,用 ($,，- 8 ,0) 表 示 无 穷 远 点 也 符合 前 面 的 约定 
(1 ) 与 Ci )， 

这 样 , 拓 广 欧 氏 平面 上 的 直线 也 都 可 用 zi , za,zs 的 一 次 齐 
次 方程 表示 : 


图 1-1-12 


HE 
其 中 系数 6 ,和 ,&, 不 能 全 为 0; 如 果 5 ,6 不 全 为 0, 它 表示 一 条 
拓 广 直线 ,如 果 &, ,6 都 等 于 0, 这 时 & 关 0, 此 即 ac :x=0, 是 无 
穷 远 直线 的 方程 .显然 直线 和 与 :7xzi+ 727T2+ X73=0 表示 同 
一 直线 , 即 § 与 7 重合 的 充 要 条 件 是 1: 色 := 1: 加 : 所 以 拓 
广 平面 上 直线 &:&1x1+ 8 rs + &x3=0 也 可 以 用 三 数组 (&, $,， 
&,) 表 示 , 称 它 是 直线 § 的 齐 次 坐标 或 & 的 线 坐 标 . 易 见 直线 的 线 
坐标 也 是 齐 次 坐标 ,例如 2z, -3z: + 5zs=0 的 线 坐标 是 (2, -3， 


5) 或 ( 邱 ， 一 名 ,1) ,或 (4, -6,10). 
12 四 


拓 广 平面 上 点 与 直线 以 及 它们 的 关系 在 齐 次 坐标 下 可 以 总 结 
为 以 下 几 点 : 


(1) 拓 广 平面 上 点 可 以 用 齐 次 坐标 (xz , zx, , xz; ) 表 示 , 成 比例 
的 齐 次 坐标 表示 同一 点 ,x , x; ,Xx 不 全 为 0. 当 z: 天 0 时 ,(zi， 
za,z3) 表 示 普 通 点 ; 当 x =0 时 表示 无 穷 远 点 . 

(2) 拓 广 平面 上 直线 也 可 用 齐 次 坐标 (6 ,6 ,6 ) 表 示 , &, , &， 
不 全 为 零 时 是 拓 广 直线 ;6 = &, =0, 而 5 天 0, 表 示 无 穷 远 直 线 . 

(3) 过 两 个 不 同 点 A(a1,a2,4a3),B(b,,b;,b;) 的 直线 的 
齐 次 坐标 是 

ad; as a Q2 

| bs|' |b bil’ lb 外 


(4) 两 直线 5(6 6, 和 6),7( 让 ,7， 13) 的 交点 A 的 齐 次 坐 


| 


和 A 与 B 都 满足 & 的 方 


程 
a 4Q3 


b, b; 


a3 al 


by bi 


al aa 


x3=0， 
br 6b2) 


1 十 2 十 


因此 它 是 过 A,B 的 直线 方程. 可 以 证 明 -如 果 | 2 =0, 但 
h 2 


oso 不 全 为 0. 则 | a 上 人 js ai 0) 成 
比例 .这 时 过 A,B 的 直线 可 以 表示 为 as rz - aizz =0. 类 似 情形 


对 (4) 也 成 立 . 
再 一 次 指出 , 齐 次 坐标 的 分 量 不 能 全 为 0, (0,0,0) 不 表示 任 
何 点 与 直线 的 齐 次 坐标 .如 果 容 许 (0,0,0) 表 示 点 ,这 一 点 将 在 任 
. 13 . 


一 直线 6 zi + 名 xs+ zs=0 上 .另外 ,数组 (1,2,3) 可 表示 点 的 
齐 次 坐标 ,也 可 表示 直线 的 齐 次 坐标 ,这 要 看 具体 情况 ,由 上 下 文 
决定 . 

如 果 把 拓 广 平面 上 的 点 (普通 点 与 无 穷 远 点 ) 不 加 区 分 ,直线 
( 拓 广 直线 与 无 穷 远 直 线 ) 也 不 加 区 分 ,同等 看 待 ,就 得 到 射影 平 
面 .所 以 拓 广 平面 是 射影 平面 的 一 个 模型 . 弄 清 拓 广 平面 的 构造 有 
助 于 我 们 学 习 与 理解 射影 几何 . 另 一 方面 ,从 拓 广 平面 上 去 掉 无 穷 
远 直线 就 回 到 普通 平面 .而 射影 几何 的 定理 与 性 质 都 可 以 在 拓 广 
平面 上 体现 ,经 过 适当 的 解释 就 能 运用 到 欧 氏 几何 上 .以 后 会 看 到 
射影 几何 不 但 可 用 于 研究 欧 氏 几何 ,也 可 以 用 于 研究 其 他 几何 ,如 
仿 射 几何 , 双 曲 几何 , 椭 贺 几何 等 . 

改造 欧 氏 直线 与 平面 的 方法 也 可 以 用 于 高 维 欧 氏 空 间 ,也 可 
以 运用 于 仿 射 空间 ,得 到 高 维 的 拓 广 空间 ,从 而 得 到 高 维 射 影 几 何 
的 模型 ,例如 ,在 三 维 欧 氏 空间 中 ,对 于 每 一 条 直线 添加 一 个 无 穷 
远 点 ,空间 的 平行 直线 上 的 无 穷 远 点 相同 .约定 同一 平面 上 的 所 有 
直线 上 的 无 穷 远 点 构成 该 平面 上 的 无 穷 远 直线 ;而 空间 的 所 有 的 
无 穷 远 点 构成 一 个 平面 , 叫 无 穷 远 平面 ,并 且 其 上 没有 普通 直线 生 
成 的 拓 广 直线 ,也 没有 普通 点 .这 样 得 到 的 空间 叫 拓 广 欧 氏 空间 ， 
它 是 三 维 射影 空间 的 一 个 模型 .如 果 (z,y,z) 是 欧 氏 空间 中 点 的 
直角 坐标 ,对 应 的 齐 次 坐标 是 (zi , zi, ri,zi), 其 中 zi 天 0,z= 
畦 ,y= 型 ,z= 于. 折 广 室 间 的 无 穷 远 平面 的 方程 是 x, = 0. 显 
然 ,由 三 维 欧 氏 空 间 中 任 一 平面 生成 的 拓 广 平面 是 这 样 生成 的 拓 
广 空间 的 子 空间 .如 果 平 面 的 方程 是 

Ert+é,y+éz+é=0, 
6 ,6 ,6 不 全 为 0, 那么 此 平面 生成 的 拓 广 平面 是 
Grité rtér3téra=0. 
满足 此 方程 的 (rz ,zi, ri,z4) 中 如 果 x =0, 它 是 此 平面 上 无 穷 
远 点 的 齐 次 坐标 . 
四 14 . 


欧 氏 空间 中 直线 可 看 成 空间 两 平面 的 交 线 ,空间 直线 可 表示 

成 
人 + 人 和 ra+6xzs+e6ze=0， 
MXit mrt r+ pr =0. 
此 式 中 &,,&,,é; 与 四 ,»,7; 不 成 比例 ,这 一 直线 是 欧 氏 空间 中 
普通 直线 .如 果 和 ,6 ,人 与 ,TT 成 比例 ,自然 61:6: 6: 
隆平 面 人 +6yt6zt+h =0 和 rt nyt 
V3z+ 4 二 0 平行 .如 果 和 ,人 ,6 不 全 为 0, 此 两 平面 的 交 线 也 可 
以 表示 成 
Gritér2t+ bx3=0, 
Ce 
这 是 拓 广 平面 S zi+ 人 zz+ 3+ $4x4=0 上 的 无 穷 远 直线 . 
习题 1.1 

1. 写 出 下 列 各 直线 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 : 

(1) >= 卫 rz+6，(2) 3z+y=0， (3) z 轴 与 y 轴 的 角 平 分 线 . 

2. 已 知 四 直线 &: x -za=0,7:zri+xz=0e:2ri+xz -x3=0, 
r:zl+ zz+2zs=0. 试 求 直 线 (6x7)x(exr) 与 (6xr)x(ex7) 的 方程 . 

3. 试 求 以 zx + rz - zs=0,2zi- zz=0,zi-xzraz+xzi=0 为 边 的 三 角 
形 的 顶点 的 坐标 . 

4. 证 明 :(1) 任意 三 角形 经 过 中 心 射影 可 以 成 为 等 边 三 角形 ， 

(2) 任意 平面 四 边 形 可 以 经 中 心 射影 成 为 平行 四 边 形 . 

5. 设 三 条 定 直线 ,7 交 于 点 0, 点 A,B 与 O 共 线 , 设 P 是 直线 上 
动 点 ,PA ,PB 分 别 交 7,5 于 QQ,R, 求 证 QR 过 直线 AB 上 一 定点 . 

6. 设 A,B 是 定 直 线 & 外 两 定点 ,X,Y 是 4 上 任意 两 点 , 记 M= AY x 
BX,N= AX x BY. 求 证 MN 过 AB 上 一 定点 . 

7. 下 列 欧 氏 平面 上 的 图 形 或 量 , 哪 些 在 中 心 射影 下 可 能 改变 : 

平行 直线 ;三 共 线 点 ;三 直线 交 于 一 点 ;两 点 之 间距 离 ;两 直线 的 夹 角 ; 三 
角形 ;梯形 ;三 角形 三 边 上 高 的 交点 ;直角 三 角形 ; 圆 ; 双 曲线 . 

. 了 5 . 


如 果 把 它们 看 成 拓 广 平面 上 的 图 形 或 量 ,哪些 在 中 心 射影 下 不 改变 ? 


$1.2 射影 平面 


1.2.1 射影 平面 的 定义 


如 果 把 拓 广 直线 上 的 点 不 加 区 别 ,也 就 是 不 再 区 分 普通 点 与 
无 穷 远 点 ,所 得 到 的 直线 叫做 射影 直线 .同样 对 于 拓 广 平面 上 的 普 
通 点 与 无 穷 远 点 也 不 加 区 别 , 同 等 看 待 ,所 得 到 的 平面 叫 射影 平 
面 , 它 上 面 的 点 叫 射影 点 .射影 点 经 常 简 称 为 点 ,射影 平面 记 为 
已 .把 拓 广 平面 上 的 两 种 直线 ( 拓 广 直线 与 无 穷 远 直 线 ) 也 不 加 区 
别 都 作为 射影 平面 上 的 射影 直线 ,简称 为 直线 .根据 这 一 定义 ,从 
定理 1.1.1 与 1.1.2 知道 ,射影 平面 上 点 与 直线 的 基本 关系 是 

定理 1.2.1 (i ) 过 射影 平面 上 任意 两 个 射影 点 有 且 只 有 一 
条 射影 直线 ; 

(ii ) 射影 平面 上 任意 两 条 射影 直线 交 于 一 个 射影 点 . 

从 $1.1 的 讨论 知道 ,射影 平面 上 的 点 可 用 非 零 三 数组 表示 . 
点 A 可 用 (a ,a;,,a;) 表 示 , 其 中 a ,a,,a; 是 不 全 为 零 的 三 个 实 
数 ,三 数组 (Xa ,Xa ,ha3 ) 也 表示 点 A ,天 0.a= (ail,a; ,a3) 叫 
做 点 A 的 齐 次 坐标 或 者 解析 表示 .三 数组 (pi,p;,p3) 与 (qi ,gq;， 
gq) 表示 同一 点 的 条 件 是 pi,p;,p; 与 q1,9;,q3 成 比例 .射影 平 
面 上 直线 在 齐 次 坐标 下 用 zi ,x; ,zx; 的 一 次 齐 次 方程 表示 

€: Er1+é,7r,+€373=0, 
它 的 系数 &1 ,人 , 不 能 全 为 0, 直线 § 的 方程 被 6 :所 :和 确定 ,三 
数组 (& ,6,,&;) 叫 做 直线 & 的 线 坐 标 或 者 解析 表示 .例如 2x, + 3x， 
-x =0 是 一 条 射影 直线 的 方程 ,点 A(3,2,12),B(3, -2,0) 都 是 
此 直线 上 的 点 ,而 D(1,1,1) 不 满足 方程 2x, +3zx2 - zs =0, 因 此 了 
不 是 此 直线 上 的 点 .直线 2t, + 3za - zs =0 的 线 坐标 是 (2,3, -1)， 
。16 . 


也 能 写成 (- 2, - 3,1) 等 .利用 和 矩阵 乘法 ,直线 & 的 方程 可 以 写成 
A 
四 
§ 

与 $1.1 一样 ,以 后 常用 A, B,C,… 等 英文 大 写字 母 表 示 射 
影 平面 PP 上 的 点 ,用 相应 的 小 写字 母 ,6,c,… 表 示 该 点 的 解析 
表示 或 坐标 .用 小 写 希 腊 字 母 《,7,… 表 示 射 影 直线 ,它们 的 解析 
表示 也 用 同一 字母 表示 .在 讲述 射影 坐标 以 后 ,也 用 a ,5b,c,… 表 
示 点 A,B,C,… 的 射影 坐标 ,同样 ,s,7,… 既 表示 直线 也 表示 它 
们 的 射影 线 坐标 . 

点 与 直线 都 用 非 零 三 数组 或 齐 次 坐标 表示 ,一 个 具体 的 三 数 
组 如 (1,2,3) 是 表示 点 还 是 直线 的 齐 次 坐标 要 看 具体 场合 ,由 上 下 
文 确定 . 

下 面 介绍 一 些 射影 平面 上 的 基本 图 形 . 

直线 是 由 点 构成 的 ,直线 也 常 叫 做 点 列 .按照 这 一 看 法 ,直线 
& 也 可 表示 成 &(P,Q,…), 其 中 P,Q,… 是 4 上 点 ,点 列 也 简 记 
为 4(P). 与 此 相对 应 ,过 一 个 定点 的 所 有 直线 构成 的 图 形 叫 线 
束 .由 点 S 决定 的 线束 记 为 S(&,7,…), 其 中 8,7,… 是 线束 S 中 
直线 ,S 叫 线束 的 中 心 .从 直线 的 方程 不 难 知道 ,点 S(s, ,s,s3) 
决定 的 线束 S 中 直线 满足 

Sib1+ sé + 53€3=0, 

在 这 一 方程 中 ,si,sa,s; 是 点 S 的 坐标 分 量 ,是 常数 ,而 (&,,é,， 
&;) 是 未 知 的 .这 一 方程 叫 线束 S 的 方程 ,有 时 也 称 为 点 S 的 方 
程 .例如 


=0, 简 记 为 zx"…$=0 或 x=0. 


人 


36 +56 -76 =0 
是 以 A(3,5, -7) 为 中 心 的 线束 的 方程 ,满足 这 一 方程 的 (6 ,人 ， 
6 ) 是 线束 A 中 直线 的 坐标 ,5 不 全 为 0. 
定义 1.2.1 射影 平面 上 不 共 线 的 三 点 及 它们 的 两 两 连 线 构 
. 各 下 . 


成 的 图 形 叫 三 点 形 ,此 三 点 叫 三 点 形 的 顶点 ,每 两 个 顶点 的 连 线 叫 
三 点 形 的 边 . 

如 图 1-2-1,4,B,C 是 三 点 形 ABC 的 顶点 , AB, BC, CA 
是 它 的 三 条 边 . 对 应 地 


| 图 1-2~2 


定义 1.2.2 三 条 不 通过 同一 点 的 直线 及 两 两 交点 构成 的 图 
形 叫做 三 线形 ,三 条 直线 叫 三 线形 的 边 , 每 两 条 边 的 交点 叫 三 线形 
的 项 点 . 

如 图 1-2-2,6,7,5 构 成 一 个 三 线形 ,这 一 三 线形 记 为 675. 
从 定义 不 难看 出 ,三 点 形 与 三 线形 从 图 形 上 是 不 能 区 分 的 ,它们 都 
是 由 不 共 线 的 三 点 及 两 两 连 线 构成 的 图 形 , 区 别 仅 在 于 先 有 点 还 
是 先 有 直线 .以 后 我 们 会 看 到 在 射影 几何 里 作 这 样 的 区 分 是 有 意 
义 的 ,也 是 必要 的 . 


1.2.2 点 与 直线 的 结合 关系 


平面 射影 几何 主要 研究 射影 平面 上 的 点 与 直线 以 及 它们 的 相 
互 关 系 .如 果 点 A,B,C,… 在 一 条 直线 上 ,我 们 称 它 们 共 线 ;如 果 
直线 6,7,… 属 于 同一 线束 , 即 它们 交 于 同一 点 , 称 这 些 直线 共 点 ， 
点 与 点 ,直线 与 直线 ,点 与 直线 的 关系 总 称 为 点 与 直线 的 结合 关 
系 .点 与 直线 的 基本 关系 是 :点 在 还 是 不 在 直线 上 . 

下 面 讨论 点 与 直线 的 结合 关系 的 解析 表示 . 

性 质 1.2.2 过 两 点 A(a1 ,as,a;3),B(b1,bs,b3) 的 直线 方 
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程 是 


TILE T2 Ty 


al ar ai|=0， 

b! b; bs 

Q2 Qa; aa al al as 
直线 AB 的 线 生 村 是 | ， ， 

bb3| Ibs bi| |b: bz 


证 由 于 A,B 是 相 异 两 点 ,(a,,a,,a;) 与 (61,6,,b;) 不 成 
比例 ,上 面 的 方程 是 x, , zz,zs 的 一 次 方程 , 它 表 示 一 条 直线 . 另 
一 方面 ,A,B 满足 此 方程 , 它 表示 过 A ,B 的 直线 .按照 第 一 行 展 

_ 开 此 行列 式 得 到 


a2 as aa al al a2 
2 本 下 zx;3=0 
0 bs bs bi bi 0 
因此 直线 AB 的 线 坐标 是 | | | | | 和 
6b b3) |6bs bl lo 5.1) 


推论 1.2.3 三 相 异 点 A(ai,as,a3),B(b,,6b;,63),Clc, 
cj, cy) 共 线 的 充 要 条 件 是 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
(1) 


bl b; b;3|=0; (2) c=Xha+t+jb (4,py 全 不 为 零 ); 


C1 C2 C3 

(3) Xa + pb + rc=0 (Mr 天 0). 

证 三 相 异 点 A,B,C 共 线 的 充 要 条 件 是 C 在 直线 AB 上 . 
由 性 质 1.2.2,A ,B,C 共 线 的 充 要 条 件 是 (1) 成 立 .由 于 a,b,c 
两 两 不 成 比例 ,不 难看 出 条 件 (1) , (2),(3) 是 等 价 的 . 

推论 1.2.4 直线 AB 上 任 一 点 C 可 以 表示 为 c= Ma + jb， 
4,p 不 全 为 0. 

如 果 A=0,y 关 0, 这 时 c= pb, 它 表示 C 与 B 重合 .如 果 4 关 
0,y=0, 则 C 与 A 重合 .如 果 4 取 0,y 隆 0, 则 由 c= 4a + pb 决定 
的 点 C 与 A,B 都 相 异 . 
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类 似 于 性 质 1.2.2, 可 以 证 明 . 
性 质 1.2.5 由 两 直线 90(9, ,9,,0,),y(y,y, ,如 ;) 的 交点 决 
定 的 线 东 的 方程 是 


0 0, 0 
CT 
0 0,| 民 a 0, | 
CRAMMER 
例如 直线 0:3x1 + x 一 x3=0 与 :x 一 2x3=0 的 交点 9 Xx 
1 -1 -1 3| |3 1 
y 的 华 标 是 |。 -2|" | -2 1 11 0 
少 决 定 的 线束 的 方程 是 

26 -5é,+é,=0. 

此 方程 也 叫做 点 9x y 的 方程 . 
推论 1.2.6 三 相 异 直线 5( 5 和，5) 009 0 9) ,0 人 ， 
由 ， 几 ) 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 下 列 条 件 之 一 成 立 : 


点 9Xy 的 齐 次 坐标 是 


» » 


) Ge, -5.D 点 gx 


Ci [3 C3 
(1) |0, 0 0|=0; (2) ¢=A0+pyy (MA0); 
pb 


(3) AE+ 10+ vy=0 (hp 天 0). 

推论 1.2.7 过 直线 9 与 y 的 交点 的 任 一 直线 & 可 表示 为 & 
= XA0+ jy ,A ,py 不 全 为 0. 

所 以 由 直线 6 与 少 的 交点 决定 的 线束 中 任 一 直线 可 以 表示 成 
49+ jy, 其 方程 是 

(A01 + ppi) x1 + (a0, + pga ) ra + (X03 + pg3)r3=0. 

例如 ,Xx + jrs 一 (4 一 2p)xs=0,4,p 是 参数 ,表示 直线 zi - zs 
=0 与 x,+2x;=0 的 交点 决定 的 线 东 中 直线 , 它 的 线 坐标 是 (4， 
41， 和 A+2y). 两 直线 rz -zs=0 与 zx +2zs=0 的 交点 是 (1， 
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一 2,1) ,此 线束 的 方程 是 
61 26 +6 =0 

细心 的 读者 可 能 已 经 发 现 ,上 面 表示 点 与 直线 结合 关系 的 运 
算 与 三 维 欧 氏 空间 中 向 量 的 数 乘 , 内 积 ,外 积 ,混合 积 等 运算 有 密 
切 的 关系 .如 果 把 点 P(xz) 与 直线 & 的 齐 次 坐标 看 作 向 量 , 则 点 P 
在 直线 E 上 用 x.&=0, 即 x,&,+ x,&,+x3&3=0 表示 ,这 里 “…" 相 
当 于 直角 坐标 下 两 向 量 的 内 积 .点 P(xz) 的 不 同 的 解析 表示 Xx = 
(AMzi ,za ,hzs),A 天 0, 相 当 于 向 量 与 实数 的 乘法 , 叫 数 乘 . 而 两 直 
线 &,7 的 交点 上 xy 以 及 两 点 A,B 的 连 线 在 齐 次 坐标 下 的 计算 
方法 相当 于 向 量 的 外 积 .判断 三 点 A,B,C 共 线 与 否 相 当 于 考虑 
向 量 a ,b,c 的 混合 积 la ,b,c|= (a X65)'c 是 否 为 0. 类 似 地 , 直 
线 &,7,8 共 点 等 价 于 |&,7,51=0. 


1.2.3 射影 平面 的 模型 


从 射影 平面 的 定义 知道 , 拓 广 欧 氏 平面 是 射影 平面 的 一 个 模 
型 ,关于 射影 平面 上 得 到 的 一 切 结果 自然 可 以 运用 于 拓 广 平面 . 拓 
广 平面 是 在 欧 氏 平面 上 加 上 一 条 无 穷 远 直线 得 到 的 ,所 以 射影 平 
面 上 的 定理 经 过 适当 的 解释 就 可 以 运用 于 欧 氏 几何 . 另 一 方面 ,在 
射影 几何 里 我 们 常常 要 利用 图 形 来 帮助 我 们 理解 并 解决 射影 几何 
问题 ,所 作 图 形 自然 应 看 成 是 拓 广 平面 上 的 图 形 . 
射影 平面 上 的 点 可 用 非 零 三 数组 表示 . 三 维 欧 氏 空间 的 点 在 
直角 坐标 下 也 可 用 三 数组 表示 , O(0,0,0) 是 坐标 原点 .如 果 射 影 
平面 上 的 点 A 的 齐 次 坐标 是 (1,2,3), 那 么 对 任何 非 零 常数 4， 
(4 ,24,34) 也 是 点 A 的 齐 次 坐标 ,所 有 这 样 的 (X,2X4,34) 组 成 三 
维 欧 氏 空 间 中 一 条 过 原点 的 直线 (此 直线 上 原点 除外 ),(1,2,3) 可 
以 看 成 此 直线 的 一 个 方向 . 因此 射影 平面 上 的 点 与 三 维 欧 氏 空间 
中 所 有 过 原点 的 直线 之 间 存 在 着 一 一 对 应 .从 射影 直线 的 方程 
e:6rzi+e6rzz+e6zs=0 
不 难看 出 直线 & 上 所 有 的 射影 点 在 上 面 的 对 应 中 对 应 于 三 维 欧 
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氏 空 间 中 以 (6 ,&,,é;) 为 法 矢 , 过 原点 的 平面 上 过 原点 的 所 有 直 
线 .因此 三 维 欧 氏 空间 中 所 有 过 原点 的 直线 组 成 的 集合 可 以 看 作 
射影 平面 的 又 一 个 模型 .在 这 个 模型 中 ,每 一 条 过 原点 的 直线 相当 
于 一 个 射影 点 ,过 原点 的 一 个 定 平面 上 所 有 过 原点 的 直线 的 集合 
相当 于 一 条 射影 直线 .熟悉 线性 代数 的 读者 也 可 以 采用 下 面 的 射 
影 平面 的 模型 ， 

设 V 是 一 个 三 维 实 线性 空间 , 它 的 每 个 一 维 子 空间 作为 一 个 
射影 点 , V 的 一 个 二 维 子 空间 对 应 于 一 条 射影 直线 ,此 子 空间 的 
一 维 子 空间 是 此 直线 上 的 射影 点 . 

这 一 定义 很 容易 推广 到 高 维 情况 . 

以 原点 为 球 心 的 单位 球面 S? 与 每 一 条 过 原点 的 直线 交 于 两 
个 点 ,此 两 点 称 为 一 对 对 径 点 .所 以 把 球面 S* 上 的 两 个 对 径 点 看 
作 同 一 点 可 得 到 射影 平面 的 又 一 模型 .在 这 一 模型 上 ,射影 直线 对 
应 于 过 原点 的 平面 与 球面 的 交 线 ( 仍 需 将 交 线 上 对 径 点 看 做 同一 
点 ). 从 这 个 模型 上 可 以 得 到 射影 平面 的 一 些 有 趣 的 拓扑 性 质 ( 见 
§ 6.2). 

射影 平面 的 拓 广 平面 模型 与 球面 模型 之 间 的 对 应 可 以 经 过 球 
极 投影 实现 . 由 于 球面 模型 上 两 个 对 径 点 应 看 作 同一 点 ,因此 射影 
平面 也 可 在 半球 面 上 实现 ,这 时 只 需 把 半球 面 截 口上 的 对 径 点 看 
成 同一 点 ,如 图 1-2-3, 设 平面 x 与 半球 面相 切 , 截 口 所 在 平面 
与 x 平行 ,由 球 心 O 与 半球 面 上 点 的 连 线 与 平面 r 的 交点 建立 的 
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对 应 关系 就 是 射影 平面 的 这 两 种 模型 之 间 的 对 应 关系 . 在 图 
1-2-3 上 ,半球 面 上 点 已 ,Q 对 应 于 平面 + 上 点 P ,Q- .在 半球 面 
模型 上 ,由 P,Q 决定 的 射影 直线 是 过 O,P,Q 的 平面 与 半球 面 
的 交 线 , 截 口 上 对 径 点 对 应 的 射影 点 记 为 B, 点 B 在 平面 x 上 的 
对 应 点 是 直线 P'Q 上 的 无 穷 远 点 . 射影 平面 的 半球 面 模型 与 拓 广 
平面 之 间 的 这 种 对 应 保持 点 和 直线 的 结合 关系 , 即 它 把 共 线 点 对 
应 于 共 线 点 ,直线 交点 对 应 直线 交点 . 

从 $1.1 与 上 面 讨论 知道 ,射影 直线 与 欧 氏 直线 ,射影 平面 与 
欧 氏 平面 是 很 不 一 样 的 .射影 直线 是 像 圆 一 样 的 封闭 图 形 , 一 点 不 
能 把 射影 直线 分 成 不 连通 的 两 部 分 ;射影 直线 上 三 点 也 不 能 像 欧 
氏 直 线 那 样 确定 顺序 关系 : 欧 氏 直线 上 三 点 总 有 一 点 在 其 他 两 点 
确定 的 有 限 长 线段 上 . 欧 氏 平面 上 一 直线 可 把 平面 分 成 不 连通 的 
两 区 域 ;三 条 两 两 相交 的 直线 把 欧 氏 平面 分 成 不 连通 的 七 个 区 域 . 
而 射影 平面 上 一 直线 不 能 划分 它 成 不 连通 的 两 部 分 ;两 两 相交 的 
三 条 射影 直线 把 射影 平面 分 成 四 个 不 连通 的 区 域 . 在 射影 平面 上 
任意 两 条 直线 交 于 一 点 ,因此 射影 平面 上 不 能 像 欧 氏 平面 那样 定 
义 平行 线 . 

虽然 拓 广 平面 是 射影 平面 的 一 个 模型 ,但 由 于 在 射影 平面 上 
不 再 有 普通 点 与 无 穷 远 点 之 分 ,不 能 把 欧 氏 平面 上 点 的 距离 ,直线 
的 夹 角 等 概念 直接 搬 到 射影 平面 上 .射影 平面 上 点 之 间 的 距离 以 
及 直线 之 间 的 夹 角 将 在 第 六 章 定义 并 讨论 ,但 是 那里 定义 的 射影 
平面 上 的 距离 与 欧 氏 平面 上 的 距离 已 很 不 一 样 .按照 第 六 章 的 定 


义 , 射 影 平面 上 任 两 点 之 间距 离 不 超过 地 .按照 拓扑 学 的 术语 , 射 


影 平面 是 紧 致 的 曲面 ,射影 平面 上 定义 的 这 种 距离 反映 了 这 一 特 
性 . 


习题 1.2 


1. 设 (1,2,3),(2,44 ,hz),(p ,3,pa) 表 示 同 一 点 , 求 hk ,ha ,pa pa 
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2. 试 证 明 三 点 A(1,0,1),B(0,1,1),C(2,3,5) 共 线 , 写 出 它们 所 在 直 
线 的 方程 ,指出 点 D(1, - 1,1) 是 否 在 此 直线 上 . 

3. 写 出 由 点 A(1,2, -1),B(2, -1,2) 决 定 的 线 东 的 方程 , 找 出 两 线束 
的 公共 直线 . 

4. 设 A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1) 是 射影 平面 上 三 点 ,另外 三 点 
D(O,X1 sp5), ECXh2 ,0,p2), F(A3 ,p30), Nps #0,i=1,2,3, 

(1) 试 求 三 直线 AD ,BE ,CF 交 于 一 点 的 充 要 条 件 ， 

(2) 试 求 三 点 D,E ,下 共 线 的 充 要 条 件 . 

5. 设 4(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1),E(1,1,1) 是 射影 平面 上 的 四 点 ， 
记 4'=A4AExBC,B'=BExAC,C'=CExA4B,P=ABxAB' ,Q=BCx 
BC ,R= CAxC'A'. 求 出 P,Q,R 的 齐 次 坐标 ;如 果 P,Q,R 共 线 , 写 出 所 
在 直线 的 方程 . 

6. 设 直线 6(1,0,1),7(0,1,1),5(1,1,0), 写 出 三 条 直线 的 方程 ,证 明 
它们 构成 三 线形 ,并 求 出 三 线形 的 顶点 . 


$1.3 射影 坐标 


我 们 知道 , 欧 氏 几何 (与 仿 射 几何 ) 中 坐标 是 很 重要 的 ,通过 直 
角 坐 标 (或 笛 卡 儿 坐标 ) ,我 们 可 以 把 许多 几何 问题 转化 为 代数 问 
题 ,这 就 是 解析 几何 的 方法 .与 欧 氏 几何 一 样 ,射影 平面 上 也 可 以 
定义 坐标 .利用 射影 坐标 常常 可 简化 射影 几何 问题 的 计算 与 证 明 . 


1.3.1 一 维 射影 坐标 


首先 定义 并 讨论 直线 上 点 的 射影 坐标 . 

引 理 1.3.1 设 A,B,C 是 直线 fs 上 的 相 异 三 点 ,可 以 取 它们 
的 齐 次 表示 a" ,b" ,c "使 

c" "=a" +6b". 

证 由 于 A,B,C 共 线 ,a,b,c 是 它们 的 齐 次 坐标 ,所 以 存在 
实数 ,4 使 c=Xhat+jpb 有 上 且 Xp 关 0. 记 a* =ha,b” =pb,c” =c, 则 
a* ,6b' ,c' 也 是 A,B,C 的 坐标 表示 ,满足 引 理 要 求 . 
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定义 1.3.1 设 A,B,C 是 直线 ¢ 上 相 异 三 点 .分 别 取 它们 的 
解析 表示 使 ce" = a" +6b* .对 于 上 任 一 点 P(xz), 如 果 工 = 
zia" +x,6” , 则 称 (zx, ,x ) 是 点 PP 在 直线 & 上 射影 坐标 系 |A， 
B;CI 下 的 坐标 ,点 A,B 称 为 坐标 系 的 基点 ,C 是 单位 点 . 

性 质 1.3.2 在 给 定 的 射影 坐标 系 |A,B;CI 下 ,点 卫 的 射影 
坐标 (zi, zz) 的 分 量 只 能 相差 一 个 非 零 常数 的 因子 . 即 射影 坐标 
是 齐 次 坐标 . 

证 设 az,6,c 是 A,B,C 的 另 一 组 解析 表示 ,于 是 存在 实数 
si 使 

a=ea’ ,0 =eb ,t=ec" ,eee3#0. 
从 c"=a"*+6b" ,c=a+6 得 到 
ela" +ezb =eic =ea +e0 
所 以 (el -es)a" + (es 一 e3)b" =0. 由 于 A,B 是 相 异 两 点 ， 
€1=€2= €3. 
对 任意 PE&,p= (pisp2asp3)= ra" +zxb' 与 pp= FIa+ 
元 5 ,6p 关 0. 由 定义 ,P 在 a" ,b" ,c “下 的 坐标 是 (x, ,x2); 在 a5,5， 
c 下 的 坐标 是 (zx,z2). 由 于 pp=pria' +prab” =ezia’+ 
ez26" ,因此 
pri=er, pr2= eX, 
即 zi: zs = fi:E, 所 以 射影 坐标 除 一 个 非 零 常数 因子 外 是 唯一 
确定 的 . 

上 面 证 明 中 pp = fa + ,5 的 非 零 常数 p 的 出 现 , 是 由 于 计 
算 时 点 了 的 齐 次 坐标 可 用 p= (pi ,ps,p;), 也 可 用 与 它 成 比例 的 
Pp = (pp1 ,pp ,pps) 表 示 . 

显然 ,坐标 系 基点 A ,B 的 坐标 分 别 是 (1,0) 与 (0,1), 单 位 点 
C 的 坐标 是 (1,1). 

例 1 设 A(1,2,3),B(-3,2,0),C(-1,6,6) 是 平面 上 直线 
& 上 三 点 的 齐 次 坐标 , 试 求 ¢ 上 点 P( 一 2,4,3) 在 坐标 系 !A,B; 

. 2 . 


Ci 下 的 坐标 . 
解 设 1,wER 使 <c=)ha+pp, 即 
-3n= -1， 
| +2Ap=6， 
34=6. 
解 之 得 4=2, y=1. 因 此 可 取 解 析 表 示 a* = (2,4,6),b* = (一 3， 
2,0),c =(-1,6,6). 由 (-2,4,3)= ziae"” +xzzp”，, 即 
Zi 一 32 之 一 25 
| 
6r1 =3, 


解 得 zx = 方 ,x = 1. 因 此 点 P( -2,4,3) 在 上 上 射影 坐标 系 1 A， 


Bi; CI 下 的 坐标 是 { 到 ,1 ,也 可 写成 (1,2)、 


射影 直线 上 的 点 要 采用 齐 次 坐标 (zi, zz ) 表 示 , 而 不 能 像 欧 
氏 直线 那样 用 一 个 实数 表示 ,这 是 因为 射影 直线 是 像 圆 一 样 的 封 


闭 图形 ,不 能 建立 与 实数 的 一 一 对 应 .利用 x = 对 也 可 以 得 到 和 
影 直线 的 非 齐 次 坐标 ,但 这 时 必须 引进 记号 co , 它 对 应 于 坐标 是 
(1,0) 的 点 .自然 也 可 用 y= 天 得 到 射影 直线 上 除去 点 (0,1) 以 外 
的 点 的 非 齐 次 坐标 . 如果 点 (zi,zz) 中 zi,zs 均 不 为 0, 则 它 可 以 


有 两 个 非 齐 次 坐标 ,z= 怀 ,y= 守 . 它 们 之 间 的 关系 是 


4 
1 
3 
类 似 地 可 定义 线束 中 直线 的 射影 坐标 . 
定义 1.3.2 设 1,5,6 是 线束 S 中 三 相 异 直线 ,分 别 取 解 析 
表示 9" ,5" ,0' ,使 9 = 信 + 5" .对 线束 S 中 任意 直线 ,$= 
。 26 . 


到 全 


217”+4258” , 则 称 (4, ,4,) 是 直线 在 射影 坐标 系 17,5361 下 的 
坐标 ,7, 上 称 为 坐标 系 的 基线 ,6 是 单位 直线 . 

与 直线 上 点 的 射影 坐标 一 样 ,线束 中 直线 的 射影 坐标 也 是 齐 
次 坐标 ,7,5 ,6 在 坐标 系 17,5;8 下 的 坐标 分 别 是 (1,0),(0,1)， 
(1,1). 

例 2 如 图 1-3-1, 设 线束 S 中 直线 7,5,68 交 一 直线 分 别 
于 A,B,C.& 是 线束 S 中 任 一 直 
线 ,已 是 上 与 AB 的 交点 . 则 点 P 在 
坐标 系 1A,B;Ci 下 坐标 与 《在 坐 
标 系 17,5;6} 下 坐标 相同 (允许 差 
一 非 零 常数 的 因子 ). 

证 易 见 ,直线 7,5,9 的 直线 
坐标 由 A,B,C,S 决定 , 即 7 =;s 
Xxa',t"=sXb',0"=sXc", 这 图 1-3-1 
里 ;Xa' 表示 由 S,A 的 齐 次 坐标 
s,a "计算 7 的 齐 次 坐标 7” ,其 余 类 似 .如 果 c" =a"+6b", 则 0” 
= "+4". 设 P(xz) 是 直线 AB 上 任 一 点 ,z= xia" +x26" , 则 
sXr=xisXa’ +zxs Xb =r17" + X28" .因此 (xi,xz) 既 可 
作为 点 也 在 1A,B;C1I 下 坐标 ,也 可 以 作为 直线 $= SP 在 17,5; 
01 下 的 坐标 . 


1.3.2 一 维 射影 坐标 变换 


直线 上 取 定 三 点 就 可 以 决定 一 个 射影 坐标 系 .所 以 直线 上 可 
有 许多 射影 坐标 系 ,从 而 直线 上 同一 点 在 不 同 的 射影 坐标 系 下 有 
不 同 的 射影 坐标 .下 面 的 性 质 给 出 同一 直线 上 点 在 不 同 坐 标 系 下 
坐标 之 间 的 关系 , 即 给 出 了 坐标 变换 公式 . 

性 质 1.3.3 设 iA,B;C| 与 1A,B;Ci 是 直线 & 上 的 两 个 坐 
标 系 ,上 点 P 的 坐标 分 别 是 (x, ,zx2),(zx1,x2), 则 有 


“ 


二 auZi+ azz， 


pr2= azizl+azza， Px, 
坐标 变换 公式 的 系数 所 成 矩阵 A = 区 人 是非 厅 异 的 
21 22 


证 假设 c" =ao +b ,c=a+b. 由 于 A,B,A,B 共 线 , 存 
在 实数 a; ,i,j=1,2， 
a =anadtanb, b=awd+ayb. 
因为 A, B 是 相 异 两 点 ,a" ,b" 作为 向 量 线性 无 关 , ca, az 与 


aun 212 


aba ,az 不 成 比例 ,| ai | 天 0, 即 矩阵 A = | | 者 全 .由 
Q21 a 


影 坐 标定 义 ,点 P(p) 的 两 种 坐标 系 下 坐标 (zx ,x;),(x1,xs) 由 
下 两 式 确定 : 
p=zxia’ +x2b' ,pp=riat+rb, p'#0. 
所 以 有 
pp=pria" +prb" 
=p (auzitavr)atp (azi + aw x2)6, 
把 它 与 pp =ria rb 比较 得 (zi , zz) 与 (zi ,z2) 的 坐标 变换 
公式 : 
人 po= 了 是 非 零 常数 ， 
Pr2= anTitayT2, O 
将 z= (zi,zx2) 与 x = (zxi,X;) 看 作 列 向 量 , 则 坐标 变换 公 
式 可 以 简 记 为 
pr = Az. 
与 熟悉 的 欧 氏 空间 的 坐标 变换 公式 不 同 的 地 方 之 一 是 射影 坐 
标 变 换 公式 中 出 现 了 非 零 常数 p, 并 且 p 随 着 新 旧 的 坐标 + ,x 的 
不 同 选取 而 变化 .p 的 出 现 是 由 于 射影 坐标 是 齐 次 坐标 ,同一 点 的 
射影 坐标 可 相差 一 个 非 零 常数 的 因子 .坐标 变换 pr = Ax 的 矩阵 
A 也 可 以 相差 一 个 非 零 常数 的 因子 , 它 的 逆 变 换 为 
.28 . 


Q2 Tan 


Jaa 的 伴随 矩阵 .上 式 


一 Q2i Qu 
也 可 写成 
pr=Ar’. 
例 3 设 A,B,C 是 直线 上 三 点 ,& 上 点 在 坐标 系 |A,B; 
C1 与 1C,A;BI 下 坐标 分 别 是 (x ,x,), (zi ,zs). 试 求 坐 标 变换 
公式 . 
解 法 1): 点 A,B,C 在 坐标 系 14,B;C1 与 1C,A;BI 下 坐 
标 分 别 是 
(1,0),(0,1),(1,1) 与 (0,1),(1,1),(1,0). 
设 坐 标 变 换 公式 是 
团 攻 an "| 
站 | | ed “ 
7 Q21 an) 2 
以 A,B,C 的 两 种 坐标 分 别 代 入 得 
au=0， az=Pp2, aun+ar= pp, 
| 的 ee Ppps #0. 
采用 不 同 的 常数 o 是 因为 对 于 3 个 不 同 的 点 ,常数 也 可 能 不 同 . 解 
之 得 


an=0,awn= a» = 7a. 


取 ax = 一 1, 这 时 Pr 一 1,ps 二 1,p3=1, 坐 标 变换 公式 是 


网 
人 xy ~[-11 za 
如 果 点 已 在 坐标 系 1A,B;C1 下 坐标 是 (1,2) ,那么 ,以 (1,2) 


代入 上 式 的 右边 得 知 PP 在 坐标 系 |C,A ;BI 下 坐标 是 (2,1). 如 果 
点 Q 在 坐标 系 {C,A;BI 下 坐标 是 (1, - 1) ,那么 由 


-| dja) 可 


.29. 


可 得 Q 在 坐标 系 1A,B;CI 下 坐标 为 (2,1). 
法 2): 设 c" =a"+b, 则 0 =c -ao . 记 5=0,E=c， 
a= -a', 则 58=c+a. 设 P(xz) 在 坐标 系 |A,B;C} 与 1C,A;B| 
下 坐标 分 别 是 (zi,zz),(zi,z2). 则 由 坐标 的 定义 
TI=ria’ +r2b", pr=ric+ ra. 

可 得 pr= -prta+or(c+5)=porc+(-pri+pr)5, 因 此 
ozi=z，p 72= -Zi+ xz. 

所 得 坐标 变换 公式 与 法 1) 一 样 . 

由 例 3 我 们 知道 ,在 坐标 系 1A,B;C1 与 1C,A;B1 下 坐标 分 
别 是 (1,2),(2,1) 的 点 表示 直线 上 同一 点 .由 于 射影 坐标 是 齐 
次 坐标 ,同一 点 的 射影 坐标 可 相差 一 个 非 零 常数 因子 . (1,2) 与 (2， 
1) 分 别 可 以 用 与 它们 成 比例 的 数组 代替 ,如 (2,4),(6,3) ,这 时 


6| | 0 11: 
“3 |-1 1)l4 
中 p= 地. 又 例如 ,在 符 标 系 |A,B;C| 与 1C，,A;B1 下 坐标 分 别 是 
(1,1) 与 (1, -1) 的 点 ,由 于 不 存在 非 零 常数 o 使 
中 of 
?jl-1) |-1 ili 
成 立 ,它们 不 是 直线 £ 上 同一 点 在 两 个 坐标 系 |A,B;Cl 和 |C， 
A;B| 下 的 坐标 .它们 表示 直线 & 上 两 点 . 
1.3.3 二 维 射影 坐标 
下 面 定义 并 讨论 射影 平面 上 点 的 射影 坐标 . 
引 理 1.3.4 设 A,B,C,E 是 射影 平面 上 没有 三 点 共 线 的 四 
点 , 则 可 以 取 它们 的 解析 表示 使 下 式 成 立 
e"=a"+b" "+e". 
证 由 于 A,B,C 的 齐 次 坐标 a ,b,c 满足 |a ,b,c| 了 0, 因此 
a ,b,c 看 作 向 量 是 线性 无 关 的 ,所 以 存在 e;: ER,i=1,2,3, 使 
.30 . 


e=eiat+e,b+esc. 
由 条 件 A, B,C,E 中 无 三 点 共 线 ,eie,e3 关 0. 取 e*=e,a'= 
ea,b =ezbc” =eic. 则 e =a" +6 +c", 引 理 得 证 . 
对 于 射影 平面 上 任 一 点 P(z) ,存在 实数 zi , ra,zs 使 
nd ,i 十 20 二 250 
三 数组 (zi ,zx, ,x;) 称 为 点 了 在 射影 坐标 系 14 ,B,C;El 下 的 坐 
标 .三 点 A,B,C 是 坐标 系 的 基点 ,E 是 单位 点 . 

与 一 维 射影 坐标 一 样 .射影 平面 上 的 坐标 也 是 齐 次 坐标 ,同一 
点 的 射影 坐标 可 以 相差 一 个 非 零 常数 的 因子 .另外 要 注意 (0,0,0) 
不 是 任 一 点 的 射影 坐标 .平面 上 点 的 射影 坐标 的 计算 方法 与 一 维 
射影 坐标 类 似 , 坐 标 系 基点 A ,B,C 的 坐标 分 别 是 (1,0,0),(0,1， 
0),(0,0,1) ,单位 点 王 的 坐标 是 (1,1,1). 

性 质 1.3.5 设 点 P 在 射影 平面 上 两 个 不 同 的 坐标 系 下 坐标 
分 别 是 (ziyza,zs) 与 (zy,zz,zy), 则 有 坐标 变换 公式 : 

1 al ai 31|1z1 
:| = - Q2 a23 

Qa Q3 Aa33 
也 可 以 简写 成 : pr = Az ,其 中 A = (a; ) 是 坐标 变换 的 系数 矩阵 ， 
它 非 奇异 . 

证 明 与 一 维 坐标 变换 类 似 , 故 略 去 . 它 的 道 变换 是 ar= A 'x”， 
具体 计算 时 A “可 用 A 的 伴随 矩阵 人 = (Ai) 代替 ,A, 是 ov 在 
和 矩阵 A 中 的 代数 余子 式 . 

容易 知道 , $ 1.1 中 拓 广 平面 上 由 直角 坐标 决定 的 齐 次 坐标 
实质 上 也 是 射影 坐标 ,坐标 系 的 基点 (0,0,1) 是 欧 氏 平面 上 直角 坐 
标 系 的 原点 ,(1,0,0),(0,1,0) 分 别 是 x 轴 与 y 轴 上 的 无 穷 远 点 ， 
单位 点 (1,1,1) 是 普通 点 (1,1) , 它 决定 了 z 轴 与 y 轴 上 的 单位 点 
(1,0) 与 (0,1) ,对 应 的 齐 次 坐标 是 (1,0,1) 与 (0,1,1). 

射影 坐标 变换 px“ = Az 相当 于 线性 空间 上 的 非 奇 线性 变换 ， 
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这 里 多 了 一 个 非 零 常数 p. 与 一 维 射影 坐标 变换 一 样 , 非 零 常数 p 
也 随 点 的 坐标 的 改变 而 改变 .不 难看 出 ,射影 直线 在 射影 坐标 下 的 
表示 式 仍 为 一 次 齐 次 式 .$1.2 中 关于 点 与 直线 结合 关系 的 结论 
与 计算 公式 在 射影 坐标 下 仍然 成 立 .例如 ,如 果 点 P,Q 在 射影 坐 
标 系 {A ,B,C;Ej 下 的 坐标 分 别 是 p= (pi,p;,p3),qg = (qi,q2， 
qs) ,P,Q 的 解析 表示 是 

P=pia +p2b" +psc’ 与 9=qa +9q0 +9g3c 

则 z=2Xp+ ya 决定 的 直线 PQ 上 点 R(7) 的 坐标 是 
Ap+ pq = (Ap + pqi, hp2 + pq2 ,MAp3+ Hq3). 
所 以 ,如 果 P,Q,R 在 射影 坐标 系 1A,B,C;EI 下 的 坐标 分 别 是 

bp,qr, 则 PP,Q,R 共 线 的 充 要 条 件 还 是 |p,g,r|=0. 

如 图 1-3-2, 设 ABC 是 坐标 三 点 形 ,E 是 单位 点 ,由 于 点 
A,B 的 坐标 分 别 是 (1,0,0),(0， 
1,0) ,直线 AB 上 的 点 都 可 以 用 
(ziyza,0) 表 示 , 它 的 方程 是 zs 
=0, 线 坐标 是 (0,0,1). 类 似 地 ， 
直线 BC 的 方程 是 zi =0,AC 的 
方程 是 x, = 0, CE 的 方程 是 x, 一 
za=0, 所 以 AB 与 CE 的 交点 C” 
的 坐标 是 (1,1,0). 

射影 平面 上 点 的 射影 坐标 自 
然 决定 直线 的 射影 坐标 .也 可 以 用 没有 三 条 共 点 的 四 直线 构成 射影 
平面 上 的 直线 坐标 系 , 用 类 似 点 坐标 的 计算 方法 去 计算 直线 的 射影 
坐标 ;而 由 直线 的 射影 坐标 反 过 来 也 可 以 决定 点 的 射影 坐标 . 如 图 
1-3-2, 直 线 AB,BC,CA 在 坐标 系 1A,B,C;Ei 下 的 坐标 分 别 是 
(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0) ,它们 构成 一 个 线 坐标 系 的 坐标 三 线形 . 
从 $1.2 习题 5 知道 ,三 点 形 ABC 与 ABC 的 三 对 对 边 交点 

P=ABxA'B’, Q=BCxXB'C’, R=CAXC'A’ 


天 于 一 3 一 4 
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共 线 , 设 直线 为 5, 那 里 证 明了 的 线 坐 标 是 (1,1,1). 因 此 由 {A， 
B,C;E| 决 定 的 射影 平面 上 线 坐 标 系 的 基线 是 BC, CA ,AB , 单 
位 直线 是 ¢. 

例 4 设 坐 标 变换 把 四 点 A,B,C,D 的 坐标 (1,1,1),(1,0 
1),(2, 一 1,1),(0,1,2) 分 别 变 为 (2,2,2),(0,1,0),( 一 2,4,0)， 
(3,1, -1) , 试 求 坐标 变换 公式 . 

解 法 1): 设 坐标 变换 是 or = Az,A= (ai ), 分 别 把 每 个 点 
的 对 应 坐标 代 和 人 ,注意 到 不 同 坐标 对 对 应 的 常数 p 可 能 不 同 ,得 


antantan=2p1, an+as=0， 
| +az+as=20， a t+ a = p2, 
au t+ as + as=2p1; ay + a3=0; 
2au -aztas= -2p3, a +2a13 = 3p4, 
~ an + a =4p3, a +2an = p4, 
2aa antas=0; ax +2a3= — pa- 


首先 决定 pl ,p;,p3,p4, 取 含有 au ,aw,aws 的 方程 ,并 把 它们 改写 
为 


1 1 1 -2o1fan 
LD 0 an = 区 
2 = 1 py la 
0 1 2 3 人 1 


由 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 知道 ,上 面 方程 组 的 系数 行列 
式 等 于 0, 即 

2p1 -4p3+3ps=0. 
同 理 得 2p1 -5p, +8p3+ps=0,2p1 -ps=0. 


取 p, =1, 解 得 p= 二 ,ps =2,p =1. 再 解 只 含 an va yan 
的 方程 组 得 : 


-an=ar=ans=1. 


。33 ， 


同样 可 解 得 c> = Qa3 二 一 1,az 三 a az 一 a3 二 1. 所 求 坐标 变 
换 是 


ZI = 
Pp zi|l=s|1 jo Za | . 
zs 1 ”es 


在 上 面 计算 中 ,(2,2,2),( 一 2,4,0) 也 可 以 分 别 用 (1,1,1)， 
(1, 2,0) 代替 .通过 计算 此 变换 矩阵 的 代数 余子 式 , 可 得 


7 1 (1 
1 -1 1 | 的 伴随 矩阵 |2 0 2|. 因 此 上 式 的 逆 变 换 公式 
二 1 地 法 2 夫 
是 
rz] (0 1 11fz 
plzs|=|I1 0 1 "| 
Rs 1. 7 DLs 


法 2) :直线 AB 在 两 种 坐标 下 的 方程 分 别 是 
Xi- zs3=0, zi -zx3=0. 
所 以 对 于 射影 平面 上 点 已 , 它 的 坐标 分 别 是 (zi, zz, zs) 与 (zi， 
zi,z3), 存 在 非 零 数 p, 使 
pi(T1- x3)= x TI. 
点 了 在 直线 AB 上 , 则 两 边 都 为 零 ,点 P 不 在 直线 AB 上 ,两 边 都 
不 为 零 .自然 pi 随 点 P 以 及 P 的 坐标 的 改变 而 改变 . 同 理 ,直线 
AC 的 两 方程 是 2x, + rz; -3x3=0,2zxi + x 一 3x3=0.BC 的 两 
方程 是 x, + zx, - zi =0,z3=0. 因 此 存在 非 零 常数 使 
pi(z1- x3)= zx1- Xi 
Pp2(271 + rT2 373)=27z1 + rs- 37s, 
Pp3T3= XT1+ Xs Xa. 
以 点 D 的 两 坐标 (0,1,2),(3,1, 一 1) 分 别 代 入 两 边 得 : 
4pi= -2,10p,= -5,-p3= -1. 
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所 以 pi:ps:p3=1:1: -2, 取 p= p,p; =p,P; = 二 一 2p, 代 入 化 简 
可 得 


Po 

Ari = 本 (zi za z3)， 
人 

pr2 二 亏 ( 一 zi+za 一 3)， 


pr3 = 去 (-m 一 zz+xz3s)， 
这 与 法 1) 所 得 结果 一 样 . 
射影 平面 上 的 点 在 射影 坐标 系 下 用 三 数组 ( ri , xz, , x; ) 表 示 ， 
ZX1,T2,X3 不 独立 ,可 以 相差 一 个 非 零 常数 的 因子 .对 于 不 在 直线 
2z3=0 上 的 点 ,射影 坐标 是 (zi, za,zs) 的 点 也 可 用 非 齐 次 坐标 


(z,y) 表 示 ,其 中 z= 电 ， y= 于 可 取 一 一 切实 数 ,数组 (zx,y) 与 射 


影 平面 上 去 掉 直 线 <, =0 上 点 以 后 剩 下 的 部 分 是 一 一 对 应 的 . 同 
样 道 理 , 对 于 不 在 直线 x, =0 上 的 点 (xz,x,,zx3), 可 以 用 (,3) 


表示 ,其 中 z= 革 ,5= 导 . 类 似 可 以 定义 直线 zx = 0 以 外 点 的 非 


齐 次 坐标 .因此 局 部 地 ,射影 平面 上 的 点 都 可 用 二 维 数组 表示 , 正 

是 由 于 这 一 点 ,我 们 称 射影 平面 是 二 维 的 . 对 于 不 在 x, = 0 也 不 

在 zx;=0 上 的 点 ,上 面 定义 了 两 个 非 齐 次 坐标 (5 ,5) 与 (x,y). 同 

一 点 卫 的 这 两 种 非 齐 次 坐标 决定 的 射影 坐标 分 别 是 (1, ,5) 与 

(zx,y,1) ,它们 应 成 比例 ,因此 这 两 种 非 齐 次 坐标 之 间 的 关系 是 
z= 记 ,7= 到， 工 天 0,y 尖 0. 

由 于 射影 坐标 系 的 选取 有 很 大 的 随意 性 ,利用 这 一 特点 可 以 
解 一 些 射影 几何 的 问题 . 

例 5 已 知 两 三 点 形 ABC 与 ABC ,如 果 直 线 AA …，, BB ， 
CC-“ 交 于 一 点 O ,直线 AB“, BC" , CA“ 交 于 一 点 0 ,点 0,O' 不 在 
两 个 三 点 形 的 任 一 边 上 .证 明 AC ,B4 ,CB 也 交 于 一 点 . 
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证 取 三 点 形 ABC 为 坐标 三 点 形 ,O 为 单位 点 ,它们 的 坐标 

分 别 是 
4(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1),O(1,1,1). 

由 于 A ,A“ ,O 共 线 ,存在 不 为 零 的 si,ti 使 a =sia+tio,A' 的 
射影 坐标 是 (s+ 1 ,ti ,ti). 同 理 得 B' (ty, ss + tty),C’ (ty， 
t3,53 + 加 ). 经 计算 得 到 直线 AB 的 线 坐 标 (0, -zi,ss + ti),BC” 
的 线 坐标 (s; + 1t3,0, 一 13),CA 的 线 坐 标 ( 一 ,si + ,0). 由 假 
设 三 直线 AB', BC', CA“ 交 于 一 点 0'， 


0 a 
ss3t ty 0 —ts 
at 0 


=-tttyt(st+t)(s +t2.)(s3+ #3)=0. 
另 一 方面 ,AC’(0,s3+t3,-13),BA’(-t,0,s51+t1),CB’ (s+ 
ti ,一 ty,0) ,它们 共 点 的 充 要 条 件 是 


0 s3+ ts = 
一 如 0 sitti|=0. 
s2+ £2 i 0 


这 恰 是 AB”, BC“ ,CA“ 交 于 一 点 的 条 件 , 因 此 AC”, BA, CB 交 于 

图 1-3-3 可 以 用 以 下 方法 作出 : 
先 任 作 三 点 形 ABC 以 及 不 在 此 三 点 形 
边 上 的 点 O ,O' ,使 直线 00' 也 不 过 三 BC- 一 -二 二 
点 形 ABC 的 任 一 顶点 ,利用 题 中 点 的 
共 线 条 件 可 确定 4 ,B ,C . 

下 面 利 用 这 一 问题 说 明 如 何 把 射 
影 几 何 结 果 应 用 于 欧 氏 几何 .我 们 知 
道 , 拓 广 欧 氏 平面 可 作为 射影 平面 的 一 
个 模型 ,所 以 例 5 也 可 以 看 成 是 拓 广 平 
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面 上 的 几何 问题 .在 同样 的 条 件 下 ,相应 的 结论 也 成 立 , 下 面 是 它 
的 一 些 特 殊 情况 . 

(1) 除 O 为 无 穷 远 点 外 ,其 余 点 均 为 普通 点 ,这 时 4AB ,BC ， 
CA “互相 平行 , 见 图 1 -3 一 4, 由 此 得 欧 氏 几何 中 命题 : 


图 1 二 3 一 +4 | 


如 果 三 角形 ABC 与 A“B'C’ 的 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 ,而 
AB', BC’, CA “互相 平行 , 则 三 直线 AC , BA, CB 也 交 于 一 点 或 
互相 平行 . 

(2) 直线 00' 是 无 穷 远 直线 ,这 时 AA“, BB”, CC' 互 相 平 行 ， 
AB”, BC’, CA 也 互相 平行 . 则 三 直线 AC ,BA , CB 也 交 于 一 点 
或 互相 平行 , 见 图 1-3 一 5. 

这 两 种 情况 也 能 从 一 般 情况 通过 中 心 射 影 得 到 ,读者 可 以 尝 
试 利用 平面 几何 的 知识 来 证 明 这 些 结论 . 


习题 1.3 


1. 证 明 四 点 A(1, -1,2),B(3,2,1),C(0,1,-1),P(5,3,2) 共 线 ,并 求 
点 卫 在 坐标 系 14,B;Ci 下 的 坐标 . 
2. 如 果 在 上 题 中 取 |C,B;A| 为 直线 AB 上 坐标 系 , 求 P 的 坐标 并 求 两 
坐标 之 间 的 坐标 变换 公式 . 
3. 设 四 点 A(1, -1,2),B(3,2,1),C,P(1,4,-3) 共 线 ,点 了 在 坐标 系 
{A,Bi,CI 下 的 坐标 是 (1, - 1), 求 出 C. 如 果 Q(qi,9:,93) 在 坐标 系 14， 
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Bi;Ci 下 的 坐标 是 (1,2) , 求 出 g, ,qz ,93 

4. 取 A(1,2,1),B(1,1,0),C(2,1,1),E(0,1,7) 构 成 射影 坐标 系 1A ， 
也 ,CiE}, 求 点 P(8,15,1) 的 坐标 . 如 果 点 Q(q,,q:,gs) 的 坐标 是 (1,1， 
一 1) ,分 别 求 出 gq, ,qz ,93 . 

5. 设 坐 标 系 |A,B,C;El 与 1A4,B,C;Fi 的 基点 相同 ,单位 点 不 同 . 试 
求 两 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 公式 . 

6. 求 坐标 变换 使 四 点 的 坐标 P(1,2,1),Q( 一 1,1,1),R(2, -1,0),S 

(1,1,1) 分 别 变 为 P(1,0,0),Q(0,1,0),R(0,0,1),S(1,1,1), 并 求 点 4(1， 
0,1) 的 新 坐标 . 
1 1 0 
0 2 0 
1 0 3 
与 7:x1+x4+x;=0 分 别 是 直线 ,7 在 原来 坐标 系 及 新 坐标 系 下 的 方程 ， 
试 分 别 求 出 上 ,7 在 另 一 坐标 系 下 的 方程 . 

8. 设 直 线 在 射影 坐标 下 的 方程 是 zx; = 0, 证 明 存 在 直线 5 上 射影 坐标 
系 ,使 P(zi ,zz ,0) 的 射影 坐标 是 (zi ,zz )- 


7. 设 射影 平面 上 坐标 变换 pz = Z, 直 线 6:zy+xza+xzs=0 


$1.4 Desargues 定理 与 对 偶 原理 


1.4.1 Desargues 定理 


下 面 我 们 叙述 并 证 明 平 面 射影 几何 的 一 个 重要 定理 .如 果 两 
个 三 点 形 的 顶点 有 一 个 对 应 关系 ,对 应 顶点 的 连 线 叫 这 两 个 三 点 
形 的 对 应 边 . 

定理 1.4.1(Desargues) 如 果 两 个 三 点 形 对 应 顶点 的 连 线 交 
于 一 点 ,那么 这 两 个 三 点 形 三 对 对 应 边 的 交点 共 线 . 

证 设 三 点 形 ABC 与 A'B'C’ 的 对 应 顶点 连 线 AA', BB'， 
CC“ 交 于 点 S ,要 证 三 对 对 应 边 交点 

P=BCxBC,Q=ACxAC',R=ABxA- 

在 一 条 直线 上 .下 面 对 A,B,C,A’,B',C',S 七 点 相 异 的 情况 给 
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出 证 明 ,其 他 情况 容易 验证 . 

由 于 A,A“,S 相 异 ,存在 它们 的 解析 表示 使 *= a” + ao“ , 同 

理 有 

5=60 +b =c +c 
由 此 可 得 

A 
此 等 式 左边 表示 直线 BC 上 点 ,右边 是 B'C’ 上 点 ,所 以 它 是 P= 
BC x B'C’ 的 解析 表示 p" . 同 理 可 得 Q,R 的 解析 表示 

ee 

从 等 式 p" + gq" +r" =0 知道 三 点 P,Q,R 共 线 . 

Desargues 定理 也 可 以 通过 选取 射影 坐标 系 或 者 通过 空间 的 
Desargues 定理 证 明 . Desargues 定理 有 广泛 的 应 用 ,使 用 时 应 注意 
对 应 顶点 与 对 应 边 的 写法 ,否则 容易 出 错 .另外 ,要 注意 共 线 三 点 
不 构成 三 点 形 ,不 能 使 用 Desargues 定理 .该 定理 的 道 定理 是 

定理 1.4.2 若 两 三 点 形 的 三 对 对 应 边 交 点 共 线 , 则 其 对 应 
顶点 的 连 线 共 点 . 

证 如 图 1-4-1, 三 点 形 ABC 与 ABC 的 对 应 边 交点 P， 
Q,R 共 线 ,要 证 明 AA“, BB”, CC' 交 于 一 点 .考虑 三 点 形 AQ4 与 
BPB', 它 们 的 对 应 顶点 连 线 AB, QP,A'B' 交 于 R. 由 Desargues 
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定理 ,此 两 三 点 形 的 对 应 边 交 点 
AQXBP=C,QA’xPB’=C’,AA’xBB’=S 
共 线 , 即 两 三 点 形 ABC 与 ABC 的 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 . 

Desargues 定理 及 其 逆 定 理 都 称 为 Desargues 定理 ,我 们 称 图 
1 一 4 一 1 中 两 三 点 形 ABC 与 ABC 成 透视 , S 叫 透视 中 心 ,对 应 
边 交点 所 在 直线 PQ 叫 透视 灿 . 这 样 上 面 两 定理 也 可 以 叙述 成 : 

两 个 顶点 有 对 应 关系 的 三 点 形成 透视 的 充 要 条 件 是 它们 有 透 
视 轴 . 

Desargues 定理 的 图 形 包 含 10 个 点 ,10 条 直线 ,其 中 有 些 点 是 
容许 重合 的 ,它们 成 为 Desargues 定理 的 特殊 情形 .一 般 情况 下 ,每 
条 直线 上 有 三 点 ,过 每 点 有 三 条 直线 ,这 个 图 形 叫 作 Desargues 构 
形 .从 这 个 构 形 中 可 以 形成 多 对 成 透视 的 三 点 形 .可 以 证 明 此 图 形 
中 的 10 个 点 中 的 每 一 个 都 可 作为 某 些 点 构成 的 三 点 形 的 透视 中 
心 .例如 ,A 是 三 点 形 SBC 与 ARQ 的 透视 中 心 ,相应 的 透视 轴 是 
P,C',B' 所 在 直线 . 

例 1 如 图 1-4-2, 设 点 O 是 不 在 三 点 形 ABC 三 边 上 的 
点 ,D= AO XBC,E= BOxAC,F= 
CO x AB. 则 三 点 形 ABC 与 DEF 关于 
O 〇 成 透视 .由 Desargues 定理 ,它们 的 对 
应 边 交 点 AB x DE, BC x EF ,AC x DF 
共 线 . 

运用 到 欧 氏 几 何 ,O 可 以 是 三 角形 > 
ABC 的 重心 ,甜心 或 外 心 等 . 它 有 一 些 有 
趣 的 特例 : 图 1-4-2 

如 果 AB 与 DE 平行 ,那么 另外 两 对 边 的 交点 BC x EF ,AC 
x DF 的 连 线 也 与 它们 平行 ,如 果 AB 与 DE 平行 ,BC 与 EF 平 
行 , 则 AC 与 DF 也 平行 . 

例 2 证 明 欧 氏 平面 上 三 角形 的 重心 ,甜心 与 外 心 共 线 ,所 在 
直线 叫 三 角形 的 Euler 线 . 
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证 如 图 1-4-3, 设 欧 氏 平面 上 三 角形 ABC 的 重心 , 垂 心 
与 外 心 分 别 是 M ,五 ,O;D,E,F 分 别 是 三 边 BC,CA,AB 的 中 
点 .三 点 形 ABH 与 DEO 的 对 应 边 都 平行 ,在 拓 广 平面 上 它们 的 
交点 共 线 .由 Desargues 定理 ,它们 的 对 应 顶点 连 线 AD , BE , HO 
交 于 一 点 , 即 三 角形 ABC 的 重心 , 垂 心 与 外 心 共 线 . 


图 1-4-3 


1.4.2 平面 射影 几何 的 对 偶 原 理 


点 与 直线 是 射影 平面 上 的 基本 元 素 , 平 面 射 影 几何 主要 研究 
点 与 直线 以 及 它们 的 相互 关系 ,统称 为 结合 关系 .在 一 个 仅 涉及 点 
与 直线 以 及 它们 的 结合 关系 的 命题 中 ,把 点 改 成 直线 ,直线 改 成 
点 ,结合 关系 也 作 相 应 的 改变 .例如 ,两 点 连 线 中 点 改 成 直线 ,直线 
改 成 点 得 到 :两 直线 交点 ;又 例如 ,三 点 共 线 改 成 三 直线 共 点 .这 样 
改变 以 后 得 到 一 个 新 的 射影 几何 命题 , 称 为 原 命题 的 对 偶 命 题 .下 
面 是 一 些 互 为 对 偶 的 命题 : 

(1) 两 点 决定 一 直线 , 即 过 两 不 同 点 有 且 只 有 一 条 直线 ; 

(1)” 两 直线 有 且 只 有 一 个 交点 . 

(2) 由 不 共 线 的 三 点 及 它们 的 两 两 连 线 构成 的 图 形 叫 三 点 
形 ; 

(2) 由 不 交 于 一 点 的 三 直线 及 它们 的 两 两 交点 构成 的 图 形 
叫 三 线形 . 
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(3) 射影 坐标 下 ,三 点 A, B,C 共 线 的 充 要 条 件 是 |a,6b,c| 
=0， 
《3) 射影 坐标 下 ,三 直线 上 ,7,5 共 点 的 充 要 条 件 是 18,7 ,5 
=0. 
(4) 如 果 两 个 三 点 形 的 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 , 则 它们 的 对 
应 边 交点 共 线 ; 
(4)” 如 果 两 个 三 线形 的 对 应 边 交 点 共 线 , 则 它们 的 对 应 顶点 
(5) 四 点 中 总 有 三 点 共 线 (不 成 立 ); 
(5)” 四 直线 中 总 有 三 直线 共 点 (不 成 立 ) . 
从 上 面 可 以 看 出 ,如 果 一 个 射影 几何 的 关于 点 ,直线 以 及 它们 
的 结合 关系 的 命题 是 真实 的 , 它 的 对 偶 命 题 也 是 真实 的 .对 偶 命题 
是 相互 的 , 即 如 果 命 题 B 是 A 的 对 偶 命 题 ,那么 A 也 是 B 的 对 侦 
命题 .上 述 对 偶 命题 中 (4) 是 Desargues 定理 ,而 (4) 实际 上 是 它 的 
道 定理 . 
在 射影 几何 的 对 偶 中 ,点 与 直线 是 最 基本 的 对 偶 元 素 ，“ 点 在 
直线 上 "与 “直线 过 点 "是 最 基本 的 对 偶 关系 . 
对 偶 原 理 ”在 平面 射影 几何 里 ,如 果 一 个 关于 点 和 直线 的 结 
合 关系 的 命题 成 立 , 则 它 的 对 偶 命 题 也 成 立 . 
射影 几何 可 以 用 公理 法 来 定义 并 讨论 ,对偶 原 理 也 可 用 公理 
法 证 明 . 在 第 三 章 $ 3.2 中 我 们 将 定义 一 种 射影 映射 一 一 对 射 , 它 
把 点 变 成 直线 ,直线 变 成 点 ,而 点 与 直线 的 结合 关系 仍 能 保持 , 利 
用 对 射 可 以 证 明 对 偶 原 理 ,在 $3.2 将 给 出 进一步 的 说 明 . 读 者 可 
从 $1.1 与 $1.2 的 有 关 点 与 直线 结合 关系 的 坐标 下 计算 法 则 体 
会 到 对 偶 原 理 的 正确 性 .在 射影 坐标 下 ,计算 两 点 连 线 与 两 直线 交 
点 的 方法 ,判断 三 点 共 线 与 三 线 共 点 的 方法 都 是 一 样 的 ,只 要 把 点 
与 直线 的 坐标 互 换 .下 面 利用 对 侦 的 方法 给 出 Desargues 定理 的 对 
偶 定理 的 证 明 ,读者 从 中 可 以 体会 到 一 般 情况 . 
例 3 如 果 两 个 三 线形 的 对 应 边 的 交点 共 线 ,那么 这 两 三 线 
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形 的 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 . 

证 设 三 线形 645 与 7 的 对 应 边 交 点 共 线 于 a , 仍 对 &,7， 
5,6 ,7 ,5 均 相 异 情况 证 明 . 由 于 ,6 ,a 三 直线 交 于 一 点 ,在 射 
影 坐标 下 , 取 上 , ,a 的 齐 次 坐标 使 

a = + 
同 理 可 得 a = + a = +5 .因此 6 -5 一 
+ , 它 左边 表示 过 点 A = &X& 的 直线 ,右边 表示 过 点 A = 
x 的 直线 .所 以 &" - 4" = -f" + 5 "是 直线 AA' 的 齐 次 坐标 . 
同 理 六 -7 =-4"+y 是 过 C=txw 与 C' =& XxX 的 直线 ， 
7 -8"=-7 +E "是 过 B=&xX7 与 B'=6 X77 的 直线 ,由 
(€° -t+(t -7 )+(y -€°)=0, 

得 知 直线 AA“, BB”, CC' 交 于 一 点 . 

对 偶 原理 的 发 现 是 射影 几何 的 重大 进展 . 它 给 射影 几何 的 研 
究 带 来 极 大 的 方便 ,一 旦 我 们 证 明了 一 个 点 与 直线 的 结合 关系 的 
命题 后 , 它 的 对 偶 命题 自然 成 立 .以 后 对 于 互 为 对 侦 的 命题 常常 内 
写 出 一 个 , 另 一 个 可 以 按照 对 偶 法 则 自己 写 出 . 

对 偶 原理 仅 在 射影 几何 中 成 立 ,在 欧 氏 几何 中 并 不 成 立 .例如 
两 点 连 一 线 与 两 直线 交 于 一 点 在 射影 几何 里 互 为 对 偶 ,都 是 成 立 
的 .但 在 欧 氏 几何 中 两 直线 交 于 一 点 不 成 立 (平行 直线 不 相交 ). 另 
外 ,两 点 之 间距 离 ,两 直线 的 夹 角 等 度量 性 质 都 是 欧 氏 几何 研究 的 
内 容 , 它 们 都 无 对 偶 可 言 . 

反映 互 为 对 偶 的 命题 的 图 形 叫 对 偶 图 形 .如 点 列 的 对 偶 图 形 
是 线束 ;三 点 形 的 对 偶 图 形 是 三 线形 . 

我 们 来 画图 1-4- 4(a) 的 对 偶 图 形 , 它 可 用 如 下 命题 表示 ; 
在 直线 6 上 有 两 点 A, ,A，, ,过 点 A, 另 有 直线 所 ,过 点 A, 还 有 
直线 6, ,6 .其 对 偶 命 题 是 :过 一 点 A, 有 两 直线 和 ,人 ,在 直线 & 
上 还 有 点 A;, 在 直线 6 上 还 有 点 A;, A,. 由 此 可 以 画 出 图 
1-4-4(a) 的 对 偶 图 形 1-4-4(b). 下 面 再 定义 一 对 对 偶 图 形 ， 
它们 也 是 射影 几何 的 基本 图 形 . 
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1-4-4 


定义 1.4.1 射影 平面 上 无 三 点 共 线 的 四 点 构成 的 图 形 叫 完 
全 四 点 形 , 给 定 的 四 点 是 四 点 形 的 顶点 ,每 两 顶点 的 连 线 为 边 . 通 
过 不 同 的 顶点 的 两 条 边 称 为 一 对 对 边 ,对 边 的 交点 为 对 角 点 .三 个 
对 角 点 组 成 完全 四 点 形 的 对 角 三 点 形 、 

如 图 1-4-5(a),ABCD 是 完全 四 点 形 , AB 与 CD,AD 与 
BC,AC 与 BD 是 它 的 三 对 对 边 ,它们 的 交点 构成 对 角 三 点 形 
EFG. 


(a) 


图 1-4-5 
对 偶 地 有 
定义 1.4.2 射影 平面 上 无 三 条 共 点 的 四 直线 构成 的 图 形 叫 
完全 四 线形 ,每 条 直线 为 边 ,每 两 边 的 交点 叫 顶 点 .由 不 同 的 边 相 
交 的 两 顶点 称 为 一 对 对 顶点 ,对 顶点 的 连 线 是 对 角 线 ,三 条 对 角 线 
组 成 的 图 形 叫 对 角 三 线形 . 
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如 图 1 一 4 一 5(b), én50 是 完全 四 线形 ,A,B;C,D;E,F 下 是 
它 的 三 对 对 顶点 ,AB, CD ,EF 构成 完全 四 线形 的 对 角 三 线形 . 

在 $1.3, 我 们 曾 证 明了 如 下 的 命题 : 

(1) 如 果 两 个 三 点 形 ABC 与 A'B'C' 成 透视 ,三 点 形 ABC 与 
B'C'A “也 成 透视 , 则 三 点 形 ABC 与 C'A'B' 也 成 透视 . 

它 的 对 偶 命题 是 

(1) 如 果 两 个 三 线形 fy 与 4 m8 成 透视 ,三 线形 &75 与 
1 也 成 透视 , 则 三 线形 人 5 与 4&7 成 透视 . 

命题 (1) 的 图 形 是 图 1-4-6(a),O 是 三 点 形 ABC 与 ABC 
的 透视 中 心 ,DO "是 三 点 形 ABC 与 BCA “的 透视 中 心 ,利用 作出 图 
1-4-6(a) 的 方法 可 作出 命题 (1) “的 图 形 . 图 1-4-6(b) 中 ca- 
分 别 是 三 线形 55 与 5 ,655 与 W586 的 透视 轴 , 而 P,Q,R 是 
三 线形 妃 5 与 5 的 对 应 边 的 交点 .图 形 1-4-6(a) 与 1-4-6 
(b) 互 为 对 侦 图 形 . 


如 果 把 图 1 一 4 一 6(a) 中 三 
的 透视 轴 a ,a 画 出 ,把 图 1-4 一 6(b) 中 三 线形 &y6 与 全 7 ,5 
与 好 全 的 透视 中 心 0 ,O 也 画 出 .由 于 三 点 形 与 三 线形 互 为 对 偶 
图 形 ,因此 图 1-4-6(a) 与 图 1-4-6(b) 在 画 出 所 有 的 透视 轴 与 
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透视 中 心 以 后 ,两 图 形 实 质 上 是 一 致 的 . 
对 偶 原理 可 以 推广 到 高 维 射影 几何 中 ,下 面 以 三 维 射影 空间 
为 例 作 一 些 说 明 .以 拓 广 空间 为 模型 建立 三 维 射影 空间 , 记 为 P? ， 
其 上 的 点 也 可 用 齐 次 坐标 (zi ,zx , 工 3 ,Ts ) 表 示 , zi ,Xi ,XT3,X4 不 
全 为 0. 一 次 齐 次 方程 
Tri6zi+6za+6ri+6zi=0， 56，…，64 不 全 为 0 
定义 的 P? 中 图 形 叫 射影 空间 中 的 射影 平面 . P” 中 任 两 射影 平面 
相交 , 交 于 一 条 射影 直线 ,射影 直线 用 
ixzité,7x2+ér3+€,74=0, 
人 + mrrt nrztyr=0 
表示 ,其 中 &1,&, ,人 ,和 与 刀 ,7,73,74 不 成 比例 .在 射影 空间 中 
任 两 直线 不 一 定 相 交 . 在 三 维 射 影 空间 P， 中 基本 的 对 偶 图 形 是 
点 与 平面 , 共 面 的 点 对 应 于 共 点 的 面 .两 平面 的 交 线 对 应 于 两 点 的 
连 线 , 因 此 在 P: 的 对 偶 中 直线 对 应 于 直线 .在 三 维 射影 几何 中 对 
偶 原理 仍然 成 立 . 


习题 1.4 


1. 如 图 , 设 FGH 是 完全 四 点 形 ABCD 的 对 角 三 点 形 , 过 FF 的 两 直线 分 
别 交 AB, BC, CD, DA 于 T,S,Q,P. 求 证 ,点 
TS x PQ 与 TP x SQ 均 在 直线 GH 上 . 

2. 设 FGH 是 完全 四 点 形 ABCD 的 对 角 三 
点 形 , 即 F=ACxBD,G= ABx CD,H= ADx 
BC. 试 证 三 点 L= BCXFG,M= ACX GH,N= 
AB x FH 共 线 . 

3. 如 果 三 点 形 ABC ,ABC ,4A“B'C“ 两 两 成 
透视 对 应 , 且 有 共同 的 透视 中 心 , 则 三 透视 轴 交 6 二 
于 一 点 . 

4. 写 出 上 题 的 对 偶 命 题 . 

5. 设 O 是 不 在 三 点 形 ABC 三 边 上 点 ,如 图 得 A',B',C',A”,B",C". 三 
点 形 ABC,A“B'C“ ,4A“B'C" 两 两 成 透视 , 试 证 它们 的 透视 轴 重 合 . 
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习题 1 


习题 3 习题 5 


6. 设 直线 AB ,CD 交 于 U, 直 线 AC,BD 交 于 V, 而 F= UVxAD,G= 
UV x BC,E = AC x BF. 试 证 三 直线 AB,CF,GE 共 点 . 

7. 如 图 ,EFG 是 完全 四 点 形 ABCD 的 对 角 三 点 形 , 则 H= FG x BD,L 
=EFxBG,K=EGxDF 三 点 共 线 . 

按照 下 列 条 件 把 它 分 别 写成 欧 氏 几何 中 命题 并 作 图 : 

(1) ABCD 是 平行 四 边 形 ;(2) GDBF 是 平行 四 边 形 ;(3) BDGF 是 梯 
形 ,BD 与 FG 平行 ;(4) CEDG 是 梯形 ,CE 与 GD 平行 . 


习题 7 


8. 利用 Desargues 定理 证 明 下 列 欧 氏 几何 中 命题 : 
(1) 设 平行 四 边 形 EFGH 的 顶点 在 另 一 平行 四 边 形 ABCD 上 , 则 这 两 
平行 四 边 形 的 对 角 线 交 于 一 点 ; 
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(2) 设 EE,F,G,H 分 别 是 四 边 形 ABCD 的 边 AB,BC,CD,DA 上 点 ,如 
果 BD,EH 和 FG 平行 , 则 AC,EF 和 HG 也 平行 或 交 于 一 点 . 

9. 写 出 下 列 命题 的 对 偶 命 题 : 

(1) 射影 平面 上 至 少 存在 四 条 直线 ,其 中 任何 三 条 直线 不 共 点 ; 

(2) 设 一 个 变动 的 三 点 形 , 它 的 两 边 各 通过 一 个 定点 ,而 三 个 顶点 分 别 
在 共 点 的 三 条 直线 上 , 则 第 三 边 也 通过 一 个 定点 ; 

(3) 设 A,B,C;A’,B’,C’ 分别 是 共 线 三 点 ,如 果 BC 与 BC 交 于 工 ， 
CA 与 CA 交 于 M,AB’ 与 AB 交 于 N, 则 工 , M,N 共 线 (Pappus 定理 ). 

10. 画 出 下 列 图 形 的 对 偶 图 形 . 


(D CO) G) 


11. 已 知 两 直线 $,7 及 不 在 此 两 直线 上 的 点 尸 ,不 延长 #,7 而 作出 过 P 
与 x 的 直线 . 

12. 已 知 平面 上 三 点 形 ABC , 共 线 三 点 P,Q,R , 求 作 三 点 形 XYZ 使 它 
的 三 个 顶点 分 别 在 三 点 形 ABC 的 三 边 上 , 它 的 三 边 分 别 过 P,Q,R. 

13. 写 出 上 题 的 对 侦 命 题 , 并 给 出 作法 . 

14. 设 &,7,5,0 是 平面 内 四 直线 , 试 在 虚线 之 内 的 区 域 作出 过 点 XxX 5 
与 ?xb 的 直线 . 

15. 设 6 85 是 完全 四 线形 , AB, CD,EF 是 它 的 对 角 三 线形 . 以 
AB ,CD ,EF 为 坐标 三 线形 ,证 明 适 当选 取 单位 点 可 以 将 直线 与 ,所 ,名 ,从 
的 方程 表示 成 


ZX1txz2t+tx3=0. 
并 找 出 单位 点 . 
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$1.5 交 比 


1.5.1 交 比 的 定义 与 性 质 


下 面 介 绍 射影 几何 的 一 个 重要 的 量 一 一 交 比 . 
定义 1.5.1 设 A,B,C,D 是 共 线 的 相 异 四 点 ,如 果 在 射影 


完 各 是 四 点 A,B,C,D 的 交 比 . 

容易 验证 这 样 定义 的 数 与 A, B,C,D 的 坐标 取 法 无 关 . 例 
如 .如 果 a* = pa,p 尖 0, 这 时 c= Ba + bab, d= Bea + 
p25, 则 


Lye a 
R(AB,CD)= 2 :2 = 
Pa 42 Ai pea 


其 他 情况 类 似 验证 .也 可 以 证 明 交 比 与 射影 坐标 的 取 法 无 关 , 设 
px "= Az 是 坐标 变换 ,A ,B,C,D 的 新 坐标 分 别 是 a = Aa ,六 = 
Ab,c =Ac,d’= Ad, 易 见 ， 
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C=Aha +Ab’, d=pa +pb” 
也 成 立 .因此 , 交 比 与 射影 坐标 的 取 法 无 关 . 
例 1 已 知 四 点 A(1,0,1),B(1,-1,2),C(3,-1,4),D(0， 
1, 一 1) ,不 难 算得 
=2a+b, d=a-b, 
这 也 说 明了 A,B,C,D 共 线 ,它们 的 交 比 R(AB,CD)= -二 
显然 交 比 R(AB, CD ) 与 四 点 的 顺序 有 关 , 下 面 的 定理 说 明 
了 交 比 与 四 点 顺序 的 关系 . 
定理 1.5.1 设 共 线 四 点 A,B,C,D 的 交 比 是 R(AB, CD) 
= 入 , 则 
( 1) 交换 前 后 两 对 点 ,或 每 对 点 同时 交换 , 交 比 不 变 , 即 
R(AB,CD)= R(CD,AB)= R(BA,DC)=7; 
(ii ) 前 后 两 对 点 中 只 有 一 对 点 交换 , 交 比 变 成 倒数 , 即 
R(AB,DC)=R(BA,CD)=1; 


( 诈 ) 交换 中 间 两 点 ,与 原 交 比 之 和 为 1, 即 
R(AC,BD)=1-4. 
证 下 面 证 明 ( 讲 ), 其 他 情况 类 似 可 证 , 设 


A 
c=Alat+Ahb, d= pa t+ pb, 则 4= 守 各 
1K2 


由 上 式 可 得 


Al (- Au) ) 

Co ph iy WA A Ei Fe 
-2 各) 2 
={w 5 Ey ed 


因此 R(AC, BD) = -人 + +1=1- 4, 证明 中 用 到 4142p yp 


0. 
共 线 四 点 A,B,C,D 的 不 同 排列 共有 24 种 ,但 根据 上 面 的 
50 


定理 ,其 中 有 些 交 比 值 是 相同 的 .实际 上 不 同 的 交 比 值 最 多 六 个 ， 
下 面 列 出 这 些 交 比 的 关系 供 查 考 : 

(1) R(AB, CD)= R(CD, AB)= R (BA, DC) 
=R(DC,BA)=7; 

(2) R(AB, DC)= R(DC, AB)= R(BA, CD) 


=R(CD,BA)=1; 


(3) R(AC, BD)= R (BD, AC)= R(CA, DB) 
=R(DB,CA)=1-4; 
(4) R (AC, DB) 


R(BD, CA)= R(CA, BD) 
=R(DB,AC)=TH7; 

(5) R (AD, BC) = R(DA, CB)= R (BC, AD) 
=R(CB,DA)=1-1; 

(6) R (AD, CB) = R(DA, BC)= R (BC, DA) 
=R(CB,AD)=7 7. 

由 于 A,B,C,D 是 相 异 四 点 ,4 隆 0,1,% .实际 上 ,如 果 4= 
0, 则 ;pw 中 有 一 数 为 0, 不 妨 设 4,=0, 则 c= X41a,A 与 C 重合 ; 
如 果 和 A=1, 则 41:42= jp:p2,C 与 D 重合 ,都 与 假设 矛盾 .类 似 
地 ,天 oo . 另 一 方面 ,不 难 知 道 对 任意 共 线 的 相 异 三 点 A, B,C， 
实数 1 ,存在 唯一 的 点 DD, 使 R(AB,CD)=4. 

同样 可 以 定义 线束 中 的 四 直线 的 交 比 . 

定义 1.5.2 设 7,5,g,y 是 共 点 四 条 相 异 直线 ,射影 坐标 


下 ,= + 和 649+ At 则 玉 ( 歼 , 邮 ) = 生生 是 此 四 直 


AiHea 
线 的 交 比 . 
定理 1.5.2 ”中 性 质 对 线束 中 直线 的 交 比 也 成 立 , 下 面 讨 论 
直线 与 线束 这 两 种 交 比 的 关系 ,为 此 先 给 出 
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定义 1.5.3 设 线束 S 中 直线 ,7 ,5,… 与 不 过 S 的 直线 a 分 
别 交 于 P,Q,R,…, 这 样 给 出 的 点 列 a 上 点 与 线束 S 中 直线 的 对 
应 叫 透视 对 应 , 记 为 a(P,Q,R,…) 云 SC,7 5 …)( 图 1-5 一 1). 


国 届 =$=1 | 


显然 ,透视 是 点 列 与 线束 之 间 的 一 一 对 应 .定义 中 透视 的 逆 映 
射 是 线束 S 与 点 列 a 之 间 的 对 应 ,也 叫 透视 , 记 为 S(&,7,5,…) 
a(P,Q,R,…). 

性 质 1.5.3 如 果 &(A,B,C,D,…) 云 S(y,5,$,y…), 则 

R(AB,CD)= R(W,$y), 
也 就 是 说 透视 对 应 保持 交 比 不 变 . 
证 假设 在 射影 坐标 下 ,c = XAa+ hb,d= pat pb, 则 


R(4B,CD) = 完 各 .利用 射影 平面 上 点 坐标 与 直线 坐标 的 关系 ,可 
i122 
假设 直线 9= SA ,5= SB,$= SC,y= SD 的 射影 坐标 仍然 满足 
p=AntA ,y= p77+ pd. 

于 是 R( 汉 ,部 )= 完 扣 =R(AB,CD). 

例 2 如 图 1-5-2, 设 直线 & 交 三 点 形 ABC 的 三 边 BC， 
CA ,AB 分 别 于 P,Q,R, 设 P', Q',R’ 也 分 别 是 BC,CA,AB 上 
三 点 . 试 证 AP’, BQ’,CR“ 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 


R(BC,P'P)R(CA,Q'Q)R(AB,R'R)= -1. 
.52. 


证 选取 射影 坐标 系 使 A(1,0,0),B(0,1,0),C(0,0,1) ,由 
共 线 关系 ,可 设 其 他 点 的 坐标 是 P(0,4,,p),P’(0,4', p11)， 
Q(X2,0, p12),Q (X27,0, p27), R(X , p3,0), R'(A;, yy,0). 由 于 
P,Q,R 共 线 ， 


0 A pg 
2 0 pa|=hipahas+Aihaps=0. 
23 py3 0 

不 难 算得 ,这 时 


R(BC,P'P)R(CA,Q'Q)R(AB,R’R) 

A .L222. Msp3 _ _ KA2ps 

pAt A2 pe2 paas Aip243 
另 一 方面 AP (0,p1, -41),BQ’ (pa,0, — 42), CR (ps3, — As, 
0) ,它们 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 


0 Am -A 
py 0 -X42= -piAsps+Aip2As=0, 
Hp -X43 0 
即 - HiA2p3 
Mpaas 


1.5.2 交 比 与 一 维 射影 上 坐标 


如 果 |A,B;Cl 是 直线 ¢ 上 射影 坐标 , 设 & 上 点 P 的 射影 坐 
标 是 (zi,z:),c" =a +pb ,bpb=xza" +zx2b",R(AB,CP)= 
于 .根据 这 一 性 质 ,可 以 利用 交 比 计算 P 的 射影 坐标 . 如 果 
R(AB,CP)=4, 则 PP 在 坐标 系 |A,B;CiI 下 坐标 是 (4,1). 如 果 
4= 吕 则 x,=0, 这 时 P= A. 反 过 来 射影 坐标 也 可 以 用 来 计算 交 
比 . 


性 质 1.5.4 设 在 直线 & 的 射影 坐标 下 ,四 点 P,Q,R,S 的 
四 53 . 


坐标 分 别 是 (pi ,ps),(g1,92) (rir2),《51 ,52), 则 


R(PQ,RS)= 2 "ls, 
larl:lp sl 


,其 余 类 似 . 


证 设 上 坐标 系 是 1 A， BiClc "=a" +b ,以 力 ,可 ,FS 
表示 P,Q,R,S 的 平面 射影 坐标 , 则 p= pia” + p26b* ,5=qia* 


+qg2b" ,FT=rna +rb",5=5s1a" + s2b" .从 前 两 式 可 解 出 


prl =| 四 
p: 


i a 
p; 2 
因此 
F = (rg rig) B+§( -ripst rpi)a 
= 寺 lralB+ 二 lprla, 
$= 二 (siq sq) B+ spat sp1)a 
= 寺 lsglB+ 讨 1ps1a. 
从 交 比 定义 得 


R(PQ Rs)= La prl_lprilasl 
Ipsl:lrgl lgrl:lpsl 
对 偶 地 , 共 点 四 直线 的 交 比 与 线束 中 直线 的 射影 坐标 也 有 类 
似 的 关系 . 
利用 性 质 1.5.3 中 公式 可 将 交 比 推广 到 四 点 (或 四 直线 ) 中 有 
重合 的 情况 .如 果 A ,B,C,D 中 有 两 点 重合 , 则 由 R(AB,CD)= 
ja cir14 qi 和 道 , 交 比 仍 可 计算 (如 果 出 现 汪 , 记 为 %), 这 时 交 
bcl:ladl 0 
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比值 是 0,1,co 三 个 数 中 的 一 个 .例如 ,如 果 A,B,C 为 共 线 相 异 
三 点 , 则 R(AA,BC)= R(BC,AA)=1,R(AB,AC)=0,R 
(AB,CA)= oo .容易 验证 ,定理 1.5.1 可 以 推广 到 这 种 四 点 中 有 
两 点 相同 的 情况 . 

推论 1.5.5 如 果 A,B,C,P,Q 是 共 线 的 点 ,其 中 A,B,C 
是 相 异 三 点 ,和 且 R(AB,CP)= R(AB,CQ), 则 P=Q. 

例 3 设 坐 标 变 换 把 直线 ¢ 上 三 点 A ,B,C 的 坐标 分 别 从 (1， 
0),(1, 一 1),(2,1) 变 为 (1,2),(1,3),(2,3), 试 求 坐 标 变换 公式 . 

解 设 P 是 & 上 任 一 点 ,P 在 两 坐标 系 下 坐标 分 别 是 (ri， 
za),(zi,z2), 由 性 质 1.5.3， 


| | 和- x1 . -| zx, 
0 1| |-1 z, 2 3| |3 zs 
R(AB,CP) = = 7 
| 站 Zi 站 |， Zi 
-1 1| |o >z， 3 3| |2 zs 
化 简 得 
TI Xi 
2 公元 二 这 
因此 坐标 变换 公式 是 
pri=x1, pri=x1, 
a 党 0 
1.5.3 调和 点 列 


如 果 四 点 A,B,C,D 的 交 比 R(AB,CD)= -1, 那 么 称 A， 
B,C,D 是 调和 点 列 ,或 称 C,D 调和 分 割 A,B, 也 称 D 是 A,B， 
C 的 第 四 调和 点 .下 面 给 出 第 四 调和 点 的 作法 . 

设 A,B,C 是 共 线 相 异 三 点 ,S 是 直线 外 一 点 ,在 SC 上 任 取 
一 点 0, 记 E=AOx5SB,F=BOX SA, 则 D=EFxAB 是 A， 
B,C 的 第 四 调和 点 .证 明 如 下 ， 

从 作法 知道 ,S, A ,B,O 是 无 三 点 共 线 的 四 点 ,可 取 作 坐标 
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系 的 基点 与 单位 点 ,S(1,0,0),A(0,1,0),B(0,0,1),O(1,1,1). 
经 过 简单 计算 可 得 C(0,1,1),D(0,1, 一 1), 因 此 c=a+6b,d= 
a-6b,R(AB,CD)= 一 1, 所 以 A,B,C,D 是 调和 点 列 . 
A,B,C,D 的 调和 性 也 可 以 利用 性 质 1.5.2, 点 列 与 线束 之 
间 的 透视 保持 交 比 来 证 明 . 从 
AB(A,B,C,D,…)A S(SA, SB, SC,SD,…) 
A EF(F,E,U,D,*…) 
可 得 R(AB,CD)= R(FE,UD). 考 虑 线束 O 分 别 与 直线 AB， 
EF 的 透视 可 得 : 
AB(A,B,C,D,…) O(OA ,OB,OC,OD,.…) 
A EF(E,F,U,D,…), 
因此 R(AB, CD)= R(EF, UD). 人 MW R(FE, UD)=1/R(EF, 
UD) 可 得 R(AB, CD)*=1. 由 于 A,B,C,D 是 相 异 四 点 ， 
R(AB,CD) 天 1, 所 以 
R(AB,CD)= -1. 
如 图 1-5-3, 点 C,D 调和 分 割 A,B, 两 点 C,D 分 别 在 直 
线 AB 上 由 A,B 所 分 成 的 两 线段 S 
内 .从 交 比 性 质 知道 , R( CD ,AB)= 
R(AB,DC)= -1, 因 此 A,B,C,D y \ 
按照 不 同 的 顺序 C,D,A,B 或 A， Ne 
B,D,C 都 是 调和 点 列 . 从 定理 /一 ?| \、 
1.5.1 可 知 ,如 果 共 线 四 点 的 交 比 是 4 


2, 方 ,~1, 则 此 四 点 按照 一 定 的 顺序 图 1-5-3 


是 调和 点 列 . 如 图 1- 5- 3, 完 全 四 点 形 SFOE 内 有 许多 调和 点 
列 ,如 EE,F,U,D;S,O,U,C 等 . 

对 于 线 东 中 四 直线 也 可 以 定义 调和 线 东 ,从 第 四 调和 点 的 作 
法 ,可 得 到 第 四 调和 直线 的 作法 ,不 再 重复 .如 图 1-5-3, 四 直线 
SA , SB, SC, SD 与 OA ,OB ,OC ,OD 都 是 调和 直线 . 
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例 4 设 S 是 直线 &,7 外 一 点 ,过 S 任 作 两 直线 交 ,7 分别 
于 X,Y,X ,YY ( 见 图 1-5-4), 记 QZ=XY xXY. 试 证 2 的 轨 
迹 在 过 A = x 的 一 直线 上 . 


图 1-5-4 


证 由 第 四 调和 点 的 作法 , 易 知 AZ 是 三 直线 4,7,AS 的 第 
四 调和 直线 ,因此 Z 在 过 点 A 的 定 直线 上 . 
例 4 实际 上 就 是 $1.1 中 的 例 3. 


1.5.4 欧 氏 平 面 上 交 比 的 计算 与 运用 
设 (z,y) 是 欧 氏 平面 上 直角 坐标 , 对 应 的 齐 次 坐标 是 (zi， 


i 
Tat3) TE TT 

性 质 1.5.6 欧 氏 平面 上 共 线 四 点 A; (zi,y),i=1,2,3,4， 
的 交 比 是 


R(A ,AAA,)= (zi -zi)(z -zi) (一 2)(y 一 ye) 


(zx2 — x3) (x1 ~ ZT1) Cy y3) yy) 

证 ”由 交 比 定义 ,如 果 在 齐 次 坐标 下 ， 
(x35y351)=A (xys yl1) + A (x, yl1)， 
(zy1)=A(ziyi li)+pa(z yl)， 


并 
则 R(ALA:,A;A) = 天 名 .利用 1 =1 一 ,X42 =1 一 A1, 得 (zs 一 
LT 天 2 
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T1 7y3 一 1 ,0) = 4,(zx, "Ts Yi ;0) 及 (zs — X23 一 y ,0) = 
-Ai(z -ra-yi0). 因 此 


同 理 可 得 24 二 Z = 基 一 钙 = -名 ,代入 ROAA ,AAA) = 22 
Ts IT yy Aa Aip2 


就 得 到 性 质 中 等 式 . 
在 欧 氏 平面 上 ,两 点 A,B 把 它们 所 在 的 直线 分 成 三 段 , 以 
AB 表示 从 A 到 B 的 有 限 长 一 段 所 成 的 有 向 线段 ,并 且 规定 - AB 


= BA .这 样 , 如 果 A,B,C,D 是 共 线 四 点 ,人 作为 有 向 线段 长 度 


AB _BA 
之 比 有 意义 .按照 有 向 线段 的 约定 5 = TD 


证 以 AB 为 坐标 系 的 zx 轴 , 则 A(a,0),B(6,0),C(c,0)， 
D(d,0), 由 性 质 1.5.5， 
-c.b-d_AC.BD 


R(ABCODIS TE "A 
利用 此 推论 ,根据 四 点 的 位 置 可 判断 交 比 的 符号 .如 图 1-5- 
5, 点 对 A,B 与 C,D 互相 分 隔 , 则 R(AB,CD)<0. 如 图 1-5-6， 


点 对 下 ,下 与 G,H 并 不 互相 分 隔 , 它 们 的 交 比 R(EF,GH)>0. 


图 1-5-5 基 1=5=6 


例 5 如 图 1-5-7, 设 AD,AE 是 入 ABC 的 人 BAC 的 内 外 
角 平 分 线 , 则 1BD1:1DCI1=14B1:14CI=|1BEI:|1EC|, 所 以 
BD.CE_ _|A4B| .|AC| 


R(BC,DE)= 


i 
CD BE IAC| 1A4B| 
,58 : 


3 Dc E 
图 1-5-7 


同样 有 R(ABAC,ADAE)= -1. 
推论 1.5.8 ”如 果 P。 是 直线 AB 上 的 无 穷 远 点 ,C 是 AB 上 
另 一 普通 点 , 则 


‘p J-AC 
R(AB, CP )= BE 
特别 ,如 果 A ,B,C,P。 是 调和 点 列 , 则 C 是 线段 AB 的 中 点 . 
证 设 DD 是 直线 AB 上任 一 点 , 则 


R(AB,CP。)= lim R(AB,CD)= lim AS.BD -AC. 
DP, DP, 


如 图 1-5-8, 设 D 是 入 ABC 底 边 BC 上 一 点 ,G 是 线段 AD 
上 点 ,E=BG x AC,F=CGxAB. 由 
推论 1.5.7,D 是 BC 中 点 的 充 要 条 件 
是 EF 平行 于 BC. 因 此 ,G 是 入 ABC 的 
重心 的 充 要 条 件 是 EF 与 BC, ED 与 万 E 
AB ,DF 与 AC 中 有 两 对 平行 . 

例 6 如 图 1-5-9, 设 O 是 
入 ABC 的 BC 边 上 高 AD 上 一 点 ,E= 
BOX AC,F= COxAB, 则 AD 是 图 1-5-8 
EDF 的 平分 线 . 

证 记 P=EFxBC,U=ADxEF, 由 第 四 调和 点 的 作法 ， 

R(BC,DP)= R(FE,UP)= -1. 


A 
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图 1-5-9 


过 A 作 BC 的 平行 线 分 别 交 DF,DE 于 G,H. 记 GH 上 无 穷 远 点 
为 P。 ,由 性 质 1.5.2,DF ,DE ,DA ,DP 是 调和 直线 ,因此 G,H， 
A,P。 是 调和 点 列 , 根 据 推论 1.5.7,A 是 GH 的 中 点 .由 于 AD 上 
GH, 人 GAD 与 AHAD 是 全 等 三 角形 ,所 以 AD 是 人 GDH 的 平 
分 线 . 

如 果 点 O 在 线段 AD 之 外 或 垂 足 D 在 线段 BC 之 外 ,图 形 需 
作 相 应 改变 ,而 以 上 证 明 仍 成 立 , 这 也 是 射影 几何 方法 证 题 的 优点 
之 一 .读者 可 以 作出 相应 的 图 形 . 例 6 证 明了 ,如 果 点 O 是 入 ABC 
内 一 点 , 且 是 三 角形 的 垂 心 , 则 O 也 是 入 DEF 的 三 条 角 平 分 线 的 
交点 ,是 三 角形 DEF 的 内 心 . 反 过 来 ,利用 同样 的 方法 可 以 证 明 ， 
如 果 点 O 是 入 DEF 的 内 心 ,O 在 全 ABC 内 , 则 它 也 是 全 ABC 的 
垂 心 ,读者 可 考虑 O 在 人 ABC 外 的 情况 . 

下 面 讨论 欧 氏 平面 上 四 直线 交 比 的 计算 . 设 和 ,6 ,6 ,6 是 
线束 S 中 四 直线 , 选 定 平面 上 绕 S 旋转 的 一 个 方向 ,再 取 线 束 S 
中 与 & 均 不 重合 的 直线 5, 见 图 1-5- 10. 这 样 可 以 定义 四 直线 在 
# 的 某 一 侧 所 成 四 射线 的 有 向 角 , ,5 的 夹 角 记 为 ( ,5 ). 如果 
可 以 按照 给 定 方向 在 5 指定 的 一 侧 转 到 5 , 则 (5 ,5 ) 为 正 ,和 否 
则 (& ,5 ) 为 负 ,0<1( 和 ,5)|<r (5 ,6)= (6€,€). 


性 质 1.5.9 R(& ,6 ) = 
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图 1-5-10 


证 在 直线 指定 的 一 侧 作 直线 分 别 与 4 交 于 A,, 由 性 质 
1.5.2, 推 论 1.5.6， 
A,A，A:A， 
AAA 


设 S 到 直线 A, 4 的 距离 为 1, 则 志 太 | A,A, | 是 人 SA,A, 的 面积 ， 


R(é.€,,66)= R(AA,,A;A,)= A 


i 坟 六 以 于 1 ALA) 表示 入 SA,A, 的 有 向 面积 , 易 知 ， 
计生 AAA = 去 1SA1 1SAilsin(6 6) 
由 此 不 难 知 道 
_ sin(&,, 6)sin(é€,,€,) 
R(&16,66) = snte,, Eoint er, ET 
例 7 如 图 1-5-11, 设 AB 是 圆 O 的 直径 ,过 圆 O 上 点 P 
的 切线 交 AB 延长 线 于 C, 过 已 作 AB 的 垂 线 , 垂 足 为 刀 , 则 
R(AB,CD)= -1. 
证 记 和 人 BPC = 9, 不 难 知道 ,PAB = 人 DPB = 9, 人 APD 


R(AB,DC)= R(PAPB ,PDPC) 


_ sin( PA , PD)sin( PB , PC) 
~ sin(PB,PD)sin(PA,PC) 
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2 

由 例 7 可 得 到 作 过 圆 上 一 点 已 切线 的 方法 : 任 作 一 直径 AB， 

过 圆 上 点 已 向 AB 作 垂 线 , 垂 足 为 也 .作出 A,B,D 的 第 四 调和 
点 C, 则 PC 是 圆 的 切线 . 

例 8 设 4,B,C,D 是 圆 上 四 定点 ,利用 同 弧 上 的 圆周 角 相 


i -9)sin( 到 +9] 


等 ,容易 证 明 , 对 于 圆 上 任 两 点 P,Q ,四 直 
线 PA,PB,PC,PD 与 QA,QB,QC,QD 
的 交 比 相等 ,如 图 1 一 5 一 12. 

例 9(Ceva 定理 ) 设 P',Q',R’ 分 别 
是 人 ABC 三 边 BC, CA, AB 上 三 点 , 则 
AP', BQ”, CR “ 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 

AR'.BP’. CQ’ -1 和 一 
RB PCQA ~ 

证 由 例 2,AP“,BQ ,CR“ 交 于 一 点 图 1-5-12 

的 充 要 条 件 是 

R(BC,P'P)R(CA,Q'Q)R(AB,R'R)= -1, 
其 中 已 ,Q,R 分 别 是 BC ,CA ,AB 上 共 线 的 三 点 .如 果 取 P,Q,R 
分 别 是 直线 BC, CA , AB 上 的 无 穷 远 点 , 则 
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已 0 


| CQ- ‘py, AR 
R(BC,PP)= ,RCA, ,QQ)= 46:R(AB,RR)= gpR”, 
因此 AP , BQ ,CR “ 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 
AR’. BP' CQ’ 
RE EC OA 
习题 1.5 


1. 证 明 三 点 A(1,4,1),B(0,1,1),C(2,3, -3) 共 线 ,并 求 点 U,V 使 得 
R(AB,CU)=1,R(AB,CV)= -1. 

2. 已 知 四 直线 6: zi -2x,=0,y:zxi -z=0,8:3zr -z=0, 
0:2x1+ ra=0, 计 算 R(&n,50),R(t5e,07),R(50,57). 

3. 设 直 线 & 交 三 点 形 ABC 的 三 边 BC ,CA ,AB 分 别 于 P,Q,R. 设 P， 
Q',R“ 也 分 别 是 BC,CA,AB 上 三 点 . 试 证 P,Q',R' 共 线 的 充 要 条 件 是 

R(BC,P'P)R(CA,Q'Q)R(AB,R'R)=1. 

4.〔Menelaus 定理 ) 在 欧 氏 平面 上 , 设 P,Q,R 分 别 是 三 角形 ABC 三 边 

BC,CA,AB 上 三 点 , 则 P,Q,R 共 线 的 充 要 条 件 是 


AR.BP.CQ- 
三 元 QA 


5. 欧 氏 平面 上 ,A,B 是 直线 & 上 两 点 ,是 & 的 平行 线 , 试 只 用 直 尺 作 
出 AB 的 中 点 ,并 说 明理 由 . 

6. 设 O 是 不 在 三 角形 ABC 三 边 上 的 一 点 ,D= COx AB,E= BOx AC， 
也 是 AO 上 任 一 点 ,H=PDxBC,G=PExBC, 则 DG 与 EH 交点 在 AO 上 . 


pA 
一 一 个 


~ 


一 ) 
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7. 如 图 ,在 四 边 形 ABCD 中 ,BAC = 人 CAD,BF 与 DG 交 于 AC 上 点 
EE. 试 证 ,人 GAC= 人 CAF. 


A 
4 
B Dp 
G F 
z 如 ED C 


习题 7 习题 8 


8. 如 图 ,B,D,E,C 是 调和 点 列 , 人 BAD = 人 DAC. 试 证 3tan 人 EAD= 
tan BAD. 
9. 设 B,C,D,E 是 调和 点 列 ,P 是 以 DE 为 直径 的 加 上 任意 一 点 , 则 PD 
与 PE 是 人 BPC 的 内 外 角 平 分 线 , 且 如 果 PC 垂直 于 DE , 则 BP 是 圆 的 切线 . 
P 


B DC E 
习题 9 
10. 设 C,C',D,D' 是 如 图 的 共 线 四 点 ,以 CD ,CD 为 直径 分 别 作 半圆 


交 于 Z, 么 CZC' ,人 DZD “的 角 平 分 线 与 CC' 分别 交 于 点 U,V. 试 证 ， 
R(UV,CC’)= R(UV,DD’)= -1. 


11. 设 Z 是 以 EF 为 直径 的 半圆 上 一 点 ,G 是 过 Z 向 直线 EF 作 垂 线 的 
垂 足 , 和 EZG 的 内 外 角 平 分 线 与 EF 分 别 交 于 点 U,V. 试 证 ,R(UV, EG)= 
-1, 有 8 UF= FV. 


习题 11 
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第 二 章 


这 一 章 讨论 射影 映射 , 它 是 射影 几何 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 研 
究 射 影 几何 与 相关 几何 的 有 力 工具 .射影 直线 与 平面 上 的 所 有 射 
影 变换 都 构成 群 , 叫 射影 变换 群 .按照 Klein 的 变换 群 观点 ,射影 
几何 主要 研究 在 所 有 射影 变换 下 不 变 的 性 质 和 量 . 射影 变换 的 重 
要 性 还 在 于 它 是 仿 射 平面 上 仿 射 变换 和 欧 氏 平面 上 欧 氏 变换 的 推 
广 ,因此 射影 变换 可 以 运用 于 仿 射 与 欧 氏 几 何 .在 第 五 ,第 六 章 我 
们 还 将 把 它 应 用 于 双 曲 与 椭圆 几何 . $2.1 与 $2.2 给 出 一 般 变换 
群 的 定义 并 讨论 一 维 射影 映射 . $2.3 与 $2.4 讨论 射影 平面 上 的 
射影 映射 并 给 出 一 些 在 欧 氏 几何 中 运用 的 例子 . 


§2.1 一 维 射影 映射 


2.1.1 变换 群 

设 p 是 集合 M 到 自身 的 一 个 映射 ,如 果 p:M 一 >M 是 一 一 
的 , 即 p 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 p 是 M 上 的 一 个 变换 . 对 于 
mE M,m 在 映射 p 下 的 像 记 为 p(m). 对 任意 M 上 变换 pi , 9,， 
利用 (pp:)(m)= gi(g2(m)) 定 义 的 映射 p,。92 也 是 M 上 的 
一 一 的 映射 ,因此 p, 。p, 也 是 M 上 的 变换 .按照 定义 , pl。g: 是 
对 集合 M 先进 行 变 换 gp, 再 进行 变换 pl, Pi。 9: 叫做 变换 的 合 
成 . M 上 的 任意 变换 p 的 逆 变 换 也 存在 , 记 为 p ', 它 满足 p。p 
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=p p= I, 这 里 了 表示 M 上 恒 等 变换 , 即 对 任意 mE M， 
I(m)= m. 以 后 我 们 常常 省 路 记号 “。”. 

定义 2.1.1 如 果 G 是 M 上 某 些 变换 的 非 空 集合 , 且 满 足 

(1 ) 对 任意 1 ,92 EG ,p91, 9 的 合成 PiopzE G; 

(ii ) 对 任意 PE G,9 的 逆 变 换 p 'E€G， 

则 称 G 是 M 上 的 一 个 变换 群 , 简 称 为 群 . 

映射 p, ,9; 的 合成 P。9p; 叫 群 的 乘法 ,按照 定义 p: 。9; 也 
是 G 中 元 素 .根据 定义 2.1.1, 变 换 群 G 上 有 两 种 基本 运算 ,一 种 
是 乘法 ,一 种 是 取 逆 . 

性 质 2.1.1 设 G 是 M 上 的 一 个 变换 群 , 则 

( i) 恒 等 变换 TE G ,并 且 对 于 任意 PEG,T.p=9p"T=9， 
工 叫 群 G 的 单位 元 ; . 

(ii ) G 中 乘法 满足 结合 律 , 即 对 任意 pl, pa,psEG, 总 有 

(pio pih p3= prop2o 3): 

这 一 性 质 的 证 明 很 容易 , 故 略 去 .要 注意 的 是 ,对 于 一 般 群 来 说 性 
质 2.1.1 中 两 个 条 件 也 是 群 定义 的 组 成 部 分 ,只 是 由 于 我 们 这 里 讨论 
的 是 变换 群 ,定义 的 条 件 才 可 以 减少 ,此 两 条 件 可 作为 性 质 推出 . 

例 1 以 SO(2) 表 示 欧 氏 平 面 上 所 有 绕 定点 O 的 旋转 所 成 
集合 ,如 果 ,9:E SO(2) ,旋转 角 分 
别 是 9, ,90, ,容易 知道 pgp: 也 是 绕 O 
的 旋转 ,旋转 角 是 0, + 9: ;而 pi ,92 
分 别 是 旋转 角 为 -9,- 9, 的 绕 O 的 
旋转 .按照 定义 , SO (2) 是 平面 上 的 变 
换 群 , 叫 欧 氏 平面 上 的 旋转 群 ,下 面 推 
导 旋 转 的 坐标 表示 式 . 

设 O 是 坐标 原点 ,旋转 角 是 9， 
(z,y) 是 欧 氏 平面 上 点 P 的 直角 坐标 ， 


(r ,9 ) 是 极 坐标 ,z= rcos 9 ,y=rsin 9. 点 了 在 旋转 pg 下 的 像 
是 P(z ,> ), 极 坐标 是 (~,9 +6), 从 
X=rcos(0 +0),y =rsin(0’ +0) 
可 得 旋转 p 在 直角 坐标 下 的 表示 式 
人 0- ysin 0， 
|y = zsin 0+ ycos 0. 
假如 旋转 少 的 旋转 中 心 是 Pu( zu ,yo), 旋 转角 仍 是 9, 用 类 似 
方法 (或 对 上 面 结果 利用 平移 ) 得 到 旋转 y 的 表示 式 : 
人 0+ zs 
y =(zr-zxo)sin G+(y— yo)cos 0+ yo. 
如 果 对 于 群 G 中 任意 元 素 qi, 9: ,总 有 pu9g: = p291, 则 G 
叫做 交换 群 . 从 上 面 讨论 可 知 ,旋转 群 SO(2) 是 交换 群 . 
例 2 设 & 是 欧 氏 平面 上 一 条 定 直 线 , 对 于 平面 上 任 一 点 已 ， 
取 它 关于 & 的 对 称 点 已 , 则 P 一 P' 定 义 的 欧 氏 平面 上 的 变换 g 叫 
做 反射 ,& 是 反射 轴 , 易 见 后 = T,p ' = p. 如 果 p,y 分 别 是 欧 氏 
平面 上 以 ,7 为 反射 轴 的 反射 ,它们 的 合成 gy 与 pp 都 不 再 是 反 
射 . 欧 氏 平面 上 所 有 反射 所 成 集合 不 是 群 . 
利用 作 图 不 难 证 明 
(1) 如 果 9 与 的 反射 轴 § 与 7 平行 , 则 gy 与 yy 都 是 欧 氏 
平面 上 的 平移 ,并且 gy 与 yy 互 为 逆 变 换 ; 
(2) 如 果 与 了 相交 , 则 gy 与 y9 都 是 旋转 ,旋转 中 心 是 反射 
轴 与 7 的 交点 ,与 情况 (1) 一 样 ,gy 与 gp 也 互 为 逆 变 换 . 
例 3 欧 氏 平面 上 所 有 的 平移 构成 群 , 它 是 交换 群 . 
证 明 留 作 练 习 , 关 于 群 的 一 般 定 义 与 性 质 可 以 参阅 代数 的 有 
关 书 籍 . 


2.1.2 透视 


在 介绍 点 列 中 点 与 线束 中 直线 的 交 比 时 ,我 们 定义 了 点 列 与 线 
束 之 间 的 透视 映射 , 它 是 把 线束 中 直线 与 点 列 的 交点 作为 线束 与 点 
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列 的 对 应 元 素来 定义 的 .如 图 2 一 1 一 2 
所 示 ,线束 S 与 点 列 & 之 间 的 透视 
S(y,5,0,°%) £(A,B,C,…), 
它 的 逆 映 射 也 是 透视 :&(A,B,C,…) 
去 S(y,6,0,…). 
下 面 再 定义 两 种 透视 对 应 . 
定义 2.1.2 设 S 是 不 在 射影 平 
面 的 直线 &,& 上 的 定点 ,把 过 点 S 的 
直线 与 & 及 & 的 交点 作为 直线 与 图 2-1-2 
上 的 对 应 点 , 称 这 样 定 义 的 映射 是 直线 & 与 之 间 的 透视 对 应 , 简 
称 为 透视 ,S 称 为 透视 中 心 .这样 的 映射 p 记 为 
&(A,B,…) 天 (A',B',…), 其 中 A’= gp(A),B’= p(B),…， 
也 常 简 记 为 p: 天 或 & 关 (图 2-1-3). 
对 偶 地 定义 线束 与 线束 之 间 的 透视 映射 
定义 2.1.3 设 直线 & 是 不 过 线束 S, 与 S, 的 中 心 的 直线 ， 
把 S,,S, 与 4 上 点 的 连 线 作为 线束 S, 与 S, 中 直线 的 对 应 元 素 
所 定义 的 线束 S, 与 S, 之 间 的 映射 记 为 y, 称 y 是 线 东 Si 与 S， 
之 间 的 透视 , 是 透视 轴 . 记 为 
y:S1(S1A,S1B,…)A $1(S,A,S.B,…),A,B,…€é, 


图 2-1-3 国 :23=-I 一 4 
也 简 记 为 y:S, 去 S, ,或 S, 大 S,( 见 图 2 一 1 一 4). 
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图 2-1-3 与 图 2-1-4 中 透视 分 别 可 用 线束 与 直线 之 间 的 

透视 来 合成 : 
é(A,B,…)A S(SA,SB,…)A€ (A’,B’,…); 

Si(S1A,S1B,…)R £(A,B,…)A S$,(S,A,S,B,.…). 
所 以 线束 与 直线 之 间 的 透视 是 三 种 透视 中 最 基本 的 . 

下 面 的 性 质 是 显然 的 . 

性 质 2.1.2 (i ) 透视 映射 是 一 一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 ; 

《ii ) 透视 映射 的 逆 映 射 也 是 透视 ; 

( 放 ) 透视 & 去 的 不 动 点 是 点 列 & 与 4 的 交点 &X & ;类 似 
地 ,透视 S, 去 S; 的 不 动 线 是 线束 S,,S, 的 中 心 连 线 S, S: . 

例 4 如 果 & 与 & 是 射影 平面 上 两 条 直线 ,D 是 它们 的 交点 ， 
如 果 & 上 另 有 点 B,C,& 上 另 有 点 B',C”, 则 存在 唯一 的 透视 使 

6(D,B,C,) 关 6(D,B CD)， 

透视 中 心 是 直线 BB“ 与 CC 的 交点 . 

利用 作 图 不 难 知道 ,如 果 p:6 去 ,y:& 天 名 是 两 个 透视 , 那 
么 它们 合成 的 映射 Jp:& 一 和 虽然 仍 是 一 一 的 映射 ,但 一 般 不 再 是 
透视 . 

2.1.3 一 维 射影 映射 


点 列 与 线束 是 射影 平面 上 最 基本 的 一 维 图 形 , 下 面 以 直线 为 
例 , 介 绍 一 维 图 形 之 间 的 一 种 特殊 的 映射 一 一 射影 映射 . 

定义 2.1.4 ”如 果 直 线 之 间 映 射 pg: 6(A,B,…) 一 > (A'， 
B',…),A'=g(A),B'= p(B),…, 可 以 分 解 为 一 系列 透视 的 乘 
积 : 

€£(A,B,…)A& (A Bi,)AAE(A',B ,…), 
则 称 p 是 一 维 射影 映射 , 记 为 

9:8(A,B,…) 太 名 (A',B',…), 也 简 记 为 :8 入 6 

由 定义 ,点 列 之 间 的 透视 是 射影 映射 .从 以 上 定义 以 及 透视 的 
性 质 立即 可 得 
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性 质 2.1.3 (i ) 射影 映射 是 一 一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 ; 

(ii ) 如 果 p:& 大 ,YJ:8 天台 , 则 yp: 大, 即 射 影 映射 
的 合成 也 是 射影 映射 

(六 ) 射影 映射 p: 天 《的 道 映射 也 是 射影 映射 , 即 PP : 
e 天 6. 

下 面 的 定理 叫 Steiner 定理 , 它 给 出 了 直线 之 间 映 射 是 射影 映 
射 的 充 要 条 件 . 

定理 2.1.4(Steiner) ”直线 之 间 的 映射 p: 一 >& 是 射影 映 
射 的 充 要 条 件 是 ,yg 是 一 一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 . 

证 必要 性 由 性 质 2.1.3 可 得 ,下 证 充分 性 . 设 p: 一 > 是 
一 一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 映射 . 任 取 & 上 相 异 三 点 A ,B,C, 它 们 
的 像 A’ = p(A),B’= p(B),C'= gpg(C) 是 上 相 异 三 点 .如 图 
2-1-5, 记 Bu=AB'xAB,Co=A4C' XA'C, 直 线 a= BoCo, 以 
A ,A 为 透视 中 心 可 得 两 个 透视 


&(A,B,C;D,…) 侨 a(Ao ,Bo,Co,D,,…) 舌 (A',B’,C',D',…), 
其 中 A。=axAA’,D 是 上 任 一 点 .此 两 透视 合成 的 射影 映射 记 
为 pg ,由 于 9 与 9' 都 是 保 交 比 的 ， 
R(AB,CD)= R(A'B’,C'p(D))= R(A'B’,C'p’'(D)). 
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因为 A ,B ,C 是 相 异 三 点 ,从 而 有 p(D)=w(D). 由 假设 也是 
上任 一 点 ,这 证 明了 p = 9 是 射影 映射 . 

Steiner 定理 的 条 件 可 以 减弱 为 : 

直线 之 间 的 连续 映射 是 射影 映射 的 充 要 条 件 是 此 映射 是 一 一 
的 ,并 且 是 保持 调和 点 列 的 . 

这 一 定理 的 证 明 可 以 参看 钟 集 :高 等 几何 ,p.60 一 64. 

从 定理 2.1.4 的 证 明 可 得 到 

推论 2.1.5 (1) 直线 之 间 的 射影 映射 由 三 对 对 应 点 确定 ; 

(ii ) 两 直线 之 间 的 射影 映射 总 可 以 分 解 成 两 个 透视 的 乘积 . 

两 直线 之 间 的 非 透视 的 射影 映射 分 解 成 两 个 透视 的 方法 不 是 
唯一 的 ,也 可 以 分 解 成 多 个 透视 ,只 要 经 过 这 些 透 视 实现 射影 映射 
的 任意 取 定 的 三 对 对 应 点 的 对 应 .例如 除了 定理 2.1.4 中 所 用 的 
方法 外 ,还 可 以 用 图 2-1-6 所 示 的 方法 . 设 


图 2-1-6 


pié(A,B,C,)A €(A’,B’,C’,…), 
任 取 过 A“ 的 直线 a, 在 直线 AA 上 取 点 S1, 记 B”"=axS,B,C”= 
axSiC,S,=B'B” xC'C”, 则 
g(A,B,C,)a(A’',B’,C’,…)Ae(A’,B’,C’,.…), 
这 两 映射 的 合成 就 是 p. 利 用 这 两 个 透视 也 容易 作出 直线 上任 


一 点 的 像 .从 上 面 的 讨论 知道 ,由 两 直线 上 三 对 对 应 点 确定 的 射影 
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映射 的 其 他 对 应 点 的 对 应 法 则 与 将 映射 分 解 成 透视 的 方法 无 关 . 

推论 2.1.6 直线 到 自身 的 射影 映射 ( 称 为 射影 变换 ) 可 以 分 
解 成 不 多 于 三 个 透视 的 乘积 . 

证 设 g:& 六 6 是 直线 4 上 的 射影 变换 , 任 取 另 一 直线 7 ,并 
作 透 视 y:& 去 7. 由 推论 2.1.5, 射 影 映射 yp :6 六 7 如 果 不 是 透 
视 , 则 它 可 分 解 成 两 个 透视 的 乘积 , 设 为 y,,y,, 即 wp = yy 由 
于 多 :7 天 《也 是 透视 ,p=y' yy 是 三 个 透视 的 乘积 . 

在 $2.2, 我 们 将 对 这 种 变换 作 进一步 的 讨论 .下 面 的 推论 常 
常 很 有 用 , 它 的 证 明 留 作 练 习 . 

推论 2.1.7 设 A,B,C,D;A’,B',C',D' 分 别 是 直线 & 与 
上 相 异 四 点 ,如 果 它 们 的 交 比 相等 , 即 R(AB, CD)= R(A'B'， 
C'D'), 则 存在 射影 映射 p ,使 得 

9p:€(A,B,C,D,…)K €°(A’,B’,C’,D’,…). 

例如 , 设 A,B,C,D 与 4’,B',C’,D' 分 别 是 直线 & 与 上调 
和 点 列 , 那 么 存在 唯一 的 pg:& 天 外 ,把 A,B,C,D 分 别 变 为 A”， 
B’,C’,D’. 

下 面 的 定理 给 出 了 射影 映射 p: 天 4" 是 透视 的 充 要 条 件 . 

定理 2.1.8 两 相 异 直线 之 间 的 射影 映射 是 透视 的 充 要 条 件 
是 它 把 两 直线 的 交点 变 成 自身 ,这 时 对 应 点 的 连 线 过 一 个 定点 ,此 
点 为 透视 中 心 . 

证 ”必要 性 显然 ,下 证 充分 性 . 设 p:85 天 和 是 射影 映射 ,D = 
&x&,p(D)=DD. 在 直线 8 上 另 取 A,B, 记 A =p(A),B’= 
gp(B), 由 于 与 4 不 重合 ,直线 AA “与 BB“ 交 于 一 点 , 设 为 S. 显 
然 ,以 S 为 中 心 的 与 8 之 间 透 视 把 A ,B,D 分 别 变 成 A',B',D. 
射影 映射 由 三 对 对 应 点 所 确定 ,因此 g 是 以 S 为 中 心 的 透视 . 

对 偶 地 可 以 讨论 线束 与 线束 之 间 的 射影 映射 ,也 可 以 定义 并 
讨论 点 列 与 线束 之 间 的 射影 映射 ,这 些 映 射 与 上 面 讨论 的 点 列 之 
间 的 射影 映射 都 称 为 一 维 射影 映射 .对 这 些 映射 的 性 质 不 再 一 一 
列举 ,为 了 后 面 的 应 用 ,把 主要 结论 总 结 成 下 面 的 定理 . 
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定理 2.1.9 (i ) 两 线束 S, 与 S, 之 间 的 映射 p 是 射影 映 
射 的 充 要 条 件 是 g 一 一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 ; 

(ji ) 射影 映射 gq:S, 天 S, 由 三 对 对 应 直线 唯一 确定 , 它 总 
可 以 表示 成 两 个 透视 的 合成 ; 

(前 ) p 是 透视 的 充 要 条 件 是 线 东 中 心 的 连 线 S, S, 在 p 下 不 
变 ,这 时 g 的 对 应 直线 的 交点 在 一 直线 上 ,此 直线 就 是 透视 轴 . 

例 5 如 图 2-1-7, 设 O 是 两 定 直 线 &,7 的 交点 ,定点 Si， 
S; 与 O 也 共 线 ,过 定点 M 的 动 直线 分 别 交 &,7 于 A,A', 试 证 直 
线 S,A 与 S,A' 的 交点 轨迹 是 一 直线 . 


图 2-1-7 


证 如 图 2-1-7, 可 得 下 列 透视 : 


S1(S14,S1B,…) 锋 M(MA,MB,…) 大 S$,(S;A',S;B’,…), 
于 是 得 线束 Si 与 S; 之 间 映 射 
Si1(S1A,S1B,…)A S,(S,A’,S,B’,…). 
从 这 一 映射 的 构造 可 知 直 线 S,S, 是 自 对 应 直线 ,于 是 
Si(S1A,S1B,*…) S,(S,A’,S,B’,…), 
所 以 S1A x S,A',S1BXx 5S,B ,… 在 一 直线 上 . 
此 题 也 可 考虑 直线 S, S, 与 AA 上 三 点 组 0,Si,S, 与 M， 
A ,A', 用 Pappus 定理 证 明 . 证 明 留 作 练习 . 
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例 6 下 面 利 用 射影 映射 证 明 Desargues 定理 . 

证 设 三 点 形 ABC 与 4'B'C' 关 于 S 成 透视 ,如 图 2-1-8， 
P,Q,R 是 三 对 对 应 边 的 交点 , 记 D= AC x BB ,D' = A'C x 
BB'“. 显 然 R(AD,CR)= R(AD',C'R), 因 此 有 射影 映射 


图 2-1-8 


B(BA,BD,BC,BR,…) 关 B (BA ,BTD“ ,BC BR ，…). 
由 于 BD = BD“ ,所 以 它 是 透视 ,对 应 直线 交点 Q,P,R 共 线 . 
反之 ,如 果 P,Q,R 共 线 , 则 有 透视 
B(BA,BD,BC,BR,…)AAB'(BA’,BD’,B'C',B'R,…). 
考虑 两 边 与 AC ,A'C' 交 线 得 : 
AC(A,D,C,R,…) 天 AC'(A’,D’,C',R,…),R 为 自 对 应 点 . 
因此 AA’, DD’ = BB”,CC'“ 交 于 一 点 ,这 证 明了 Desargues 定理 . 
定理 2.1.10(Pappus) 设 A,B,C;A',B',C' 分 别 是 直线 &， 
上 的 三 个 不 同 点 , 则 下 面 三 点 共 线 
P=BC’xB'C,Q=AC’xXA'C,R= AB’xA'B. 
证 记 O=&x&, 假 如 A,B,C,A’,B',C’ 中 有 点 与 O 重 
合 , 则 定理 成 立 ,下面 假 设 这 些 点 都 相 异 .如 图 2-1-9, 记 U= 
AC'xA'B,V=A‘CxBC', 则 有 


AB(A',R,U,B,…) 羡 &(A',B',C',0,…) 关 BC'(V,P,C’,B,…), 


。75 . 


图 2-1-9 


它们 合成 直线 A'B 与 BC’ 之 间 的 射影 映射 ,由 于 B 是 自 对 应 点 ， 
得 

AB(A’,R,U,B,.…) BC'(V,P,C'’,B,.…), 
点 Q=4VxUc =A'‘CxAC 是 它 的 透视 中 心 ,因此 P,Q,R 
共 线 . 

此 定理 与 它 的 对 偶 定 理 都 叫做 
Pappus 定理 . 直线 PQ 叫做 三 点 组 
(人 了 的 Pappus 线 ,对 于 直线 
与 4 上 取 定 的 六 点 A,B,C 与 A’,B”， 人 
C' ,根据 不 同 的 排列 最 多 有 六 条 不 同 的 /YX X 
Pappus 线 , 下面 的 例 说 明 这 些 Pappus 
线 之 间 的 关系 . 

例 7 试 证 直线 & 与 a 上 相 异 三 点 
A,B,C 与 A',B',C’ 决 定 的 六 条 Pap- 
pus 线 可 以 分 成 两 组 ,每 组 的 三 条 Pap- 
pus 线 交 于 一 点 . 


证 如 图 2- - 10, 考虑 三 点 组 | 人 
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C A B 

(x Bp 己 ) 它们 的 Pappus 线 分 别 是 PP , QQ" , RR', 要 证 明 
它们 交 于 一 点 .考虑 三 点 形 PQR 与 PIQR ,它们 的 对 应 边 交点 
PQxPQ =AB' xBC’,PRXPR’=BA’ xCB’,QRX QR’=0C xAA,, 


流下 
从 是 三 点 组 | Bp 各 的 Pappus 线 上 的 三 点 .由 Desargues 定 


理 ,三 点 形 PQR 与 P'Q'R’ 成 透视 ,因此 ,三 直线 PP’, QQ’, RR 
交 于 一 点 

利用 Pappus 定理 ,可 给 出 $1.3 中 例 5 的 另 一 种 证 法 . 仍 用 
那里 的 记号 ,对 共 线 三 点 组 | 了 了 运用 Pappus 定 理 ,可 得 

A'‘O’'xOC’=C, AO’xOB=B’, AC'xA'B=0” 

三 点 共 线 , 即 三 点 形 ABC 与 C'A'B' 关 于 点 O“ 成 透视 . 

在 定理 2.1.4 中 ,我 们 证 明了 两 条 直线 之 间 的 射影 映射 总 可 
以 分 解 为 两 个 透视 的 乘积 .仍然 采用 定理 2.1.4 及 图 2-1-35 中 
记号 ,gp:& 六 & 可 以 分 解 为 

€(A,B,C,) 和 a(Ao, B,C )Ae (A’, B,C ,…). 
不 难 知 道 , 直 线 是 三 点 组 | 人 EE 鸣 Pappus 线 .在 习题 10 
中 我 们 要 证 明 ,对 于 直线 & 上 任意 两 点 P,Q, 它 们 的 像 是 已 = 
gp(P),Q' = p(Q), 则 PQ’ x P'Q 在 一 条 定 直线 上 ,此 定 直线 就 
是 a. 这 样 ,知道 了 射影 映射 p:& 六 的 任 一 对 对 应 点 及 直线 a， 
其 他 对 应 点 就 可 作出 .我 们 把 直线 a 也 叫做 映射 p:& 六 的 Pap- 
pus 线 . 

利用 对 偶 原理 可 以 得 到 

例 8 如 图 2-1-11, 设 y:S1(&) 天 S,(& ) 是 两 线束 之 间 的 
射影 映射 ,如 果 &, ,6 ,8; 是 线束 S, 中 任意 三 直线 ,它们 的 像 是 
5 5 


| 5 


; “| 运用 Pappus 定理 
6 62 5 oe 


，7TT ， 


羡 交 = 了 二 过 


可 知 三 直线 

(& XE)X(E XE), (GXE)X(E XE), 6x8)xX(é Xx) 
交 于 一 点 P. 并 且 对 线 东 S, 中 任意 直线 与 7, 它们 的 像 ¢ = 
%(e) ,7 =%(7), 则 (sx7)x(8x7) 也 是 过 定点 已 的 直线 ,我 
们 把 PP 叫做 映射 p:S, 六 S, 的 Pappus 点 . 取 &=&, 则 可 以 作出 
直线 7 的 像 .作法 如 下 : 设 直线 (&1 Xx 7y) XP 与 & 的 交点 为 R， 
则 7= S:R. 利 用 这 一 作法 可 作出 PS, 与 PS, 的 像 ， 

4(PS,) = S,S,,%(S,S,)= PS，. 

如 果 %:S 六 S, 是 透视 , 则 y(S,S,)= SS, ,这 时 也,S,,S，, 共 
线 .在 下 一 章 我 们 将 证 明 , 如 果 y:S, 六 S, 不 是 透视 ,那么 映射 y 
的 对 应 直线 的 交点 构成 一 条 二 次 曲线 , S,, S, 也 是 此 二 次 曲线 上 
点 ,并 且 PS 与 PS, 分 别 是 二 次 曲线 在 S, ,S, 处 的 切线 . 


2.1.4 一 维 射影 映射 的 坐标 表示 


下 面 以 直线 与 直线 之 间 的 射影 映射 为 例 讨论 射影 映射 的 坐标 
78 ， 


表示 . 设 (zi,zz) 是 直线 5 上 点 的 射影 坐标 , (zy ,zz ) 是 上 的 射 
影 坐 标 . 
定理 2.1.11 映射 p:& 一 6 是 射影 映射 的 充 要 条 件 是 ,在 各 
自 的 坐标 下 
te pA0, 
pr2= anritayr2, 


Qu 


变换 矩阵 A = 区 | st. 


22 
证 “必要 性 : 设 g:& 一 和 是 射影 映射 ,A,B,C 是 6 上 坐标 为 
(1,0),(0,1),(1,1) 的 三 点 ,它们 的 像 分 别 是 A'(a1,a;),B’(61， 
三),C'(ci ,cs). 不 妨 设 co =a +6 ,对 于 上 任 一 点 P(x ,7;)， 
它 的 像 是 P(x' ,zx;) .不 难 算得 R(AB,CP)= 也 ,由 于 射影 映射 
9 保持 交 比 ， 
R(A'B',CP’)= R(AB,CP)=. 
由 假设 =a +6 及 射影 坐标 的 定义 ,存在 非 零 常数 o 使 
po(Cziz2) 一 ziQ 二 Zab 
以 w=(aia2),6= (0602) 代 入 得 p 的 表示 式 为 
he 
pr2 = azzt+baza， 
1 bi 
因为 p 是 一 一 的 ,A 是 相 异 本 点 ,| ?| za 记 m=a 
2 2 
am=bi,an = 一 aa 二 0 即 可 . 
充分 性 :如 果 p:86~8 的 坐标 表示 式 是 
0 
。 P72 = QnTit anrz, 
79: 


1 
uu Qnr 


短 隆 A= | ”| 非 退化 .显然 p 存在 逆 映 射 ,因此 p 是 一 一 


的 ,由 定理 2.1.4, 只 要 证 明 p 保持 交 比 . 简 记 9 的 表示 式 为 pr” 
=Azr. 设 B,C,D,E 是 4 上 任意 四 点 ,其 坐标 分 别 是 b,c,d,e， 
它们 在 g 下 的 像 B',C’,D',E’ 的 坐标 分 别 是 b= Ab,c = Ac,d” 
= Ad,e = Ae. 利 用 |Ar Ay|=1A(zy)|=1Al:|zy| 及 $1.5 中 
性 质 1.5.3, 有 
R(B'C’,DE')=164 ee ee 
这 证 明了 9 保持 交 比 ,是 射影 映射 . 
例 9 设 射 影 映射 pq 把 直线 上 三 点 A(-1,1),B(0,1)， 
C(1,1) 分 别 映 成 《上 点 A'(0,1),B (1,1),C'(3,1), 求 p 的 表 
示 式 . 


= R(BC,DE). 


T Qu arn 
T 


解 法 1: 设 p 的 表示 式 为 p| ,| - 


Qn 422 


9p(A)=4A' ,9p(B)=B ,p(C)=C 得 : 
人 人 下 
Tant+a»w= pi, az=p3, lan + a = ps, 
其 中 pi,p; ,ps 是 不 为 零 的 常数 , 解 之 得 
zl 3 3|1{z 
到 s 0. 
‘: 3 阅 0 


法 2): 设 8 上任 一 点 P(x ,x;) 的 像 是 pg(P)= P (zi,z2). 
由 9 保持 交 比 , R(AB,CP)= R(A'B',C'P'), 可 得 


-1 1| |0 x 0 3| |1 x 
| :| zi| 11 中 zs 
0 1 3| 10 zi| 
' | 1 | x 


化 简 可 得 芋 = 了 二 下 ,同样 得 到 


Srrt+3rs 


| 


Le Cw 
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Pri=3x1+37r2, 
et 
如 果 9g:6 一 6 与 y:& 一 和 是 直线 & 与 直线 之 间 的 射影 映射 ， 
设 它 们 在 & 与 & 的 射影 坐标 x ,x 下 表示 式 分 别 是 
pi:pr =Ar, yipor = Br. 
容易 证 明 ,p = y 的 充 要 条 件 是 映射 p,y 的 矩阵 A 与 B 成 比例 ， 
即 有 非 零 常数 ,使 A= jpB. 
同样 ,由 于 射影 坐标 是 齐 次 坐标 ,映射 p: pz = Ax 的 逆 映 射 


p97 tpr = Ar 的 逢 阵 A 可 用 伴随 拓 阵 志 = | 代 


Q22 一 40 


Qa a 


替 . 例 9 中 道 映射 可 以 表示 成 
， 人 3. 3|| zx 
-BE J 
如 果 & 与 是 同一 直线 , 则 一 般 取 (zx, ,zs),(zi,z2) 为 上 
同一 射影 坐标 系 下 的 坐标 ,上 面 的 讨论 都 成 立 . 


线束 与 线束 ,线束 与 点 列 之 间 射 影 映 射 的 坐标 表示 式 是 类 似 
的 ,不 再 重复 . 


习题 2.1 


1. 证 明 欧 氏 平 面 上 所 有 的 平移 构成 群 . 

2. 设 p 是 欧 氏 平面 上 关于 直线 & 的 反射 ,I 是 恒 等 变 换 , 试 证 | 9,1| 构 
成 群 . 

3. 设 4(2,1),B(2,-1),C(15,1) 是 直线 6 上 三 点 ,A (1,1),B(-6， 
2),C'(5,4) 是 直线 ff 上 三 点 , 试 求 p: (A,B,C,…) 大 人 (A',B’,C',…) 
的 表示 式 . 

4. 设 A,B,C;A’,B',C' 分 别 是 直线 8 与 a 上 三 点 , 记 P= AB xAB， 
Q=ACcxAC,U=sxPQ,V=6xPQ,O=sxe. 试 证 

€(A,B,C,U,O,…)K €(A’,B’,C’,O,V,…). 

5. 设 有 一 个 变动 的 三 点 形 , 它 的 两 边 各 通过 一 个 定点 ,而 三 个 顶点 分 别 
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在 共 点 的 三 直线 上 移动 , 试 证 第 三 边 也 通过 一 个 定点 . 

6. 设 旨 ,外 ,后 ;及 ,太太 分 别 是 线束 A,B 中 直线 ,如 果 R(6' ,68) 
= 及 (开矿 , 太 人 ,6= AB, 则 三 点 外 x 玉 , 鱼 x 矿 , 钊 x 矿 共 线 . 

7. 写 出 Pappus 定理 的 对 偶 定 理 . 

8. 设 D,E;F,G 分 别 是 三 点 形 ABC 的 边 AC 与 AB 上 点 ,求证 下 列 三 
点 共 线 

FE x BC, GE x BD, GC x FD. 

9. 求证 :存在 射影 映射 把 直线 & 上 四 相 异 点 A ,B,C,D 分 别 变 成 B,A， 
C,D 的 充 要 条 件 是 R(AB,CD) = -1. 

10. 设 p:6 六 6 是 射影 映射 , 试 证 :对 任意 P,QE 6,P'= 9p(P),Q' = 
9(Q) ,点 PQ' x P'Q 在 一 定 直线 上 . 


$2.2 一 维 射影 变换 


2.2.1 直线 上 的 射影 变换 


直线 到 自身 的 射影 映射 也 叫 射影 变换 ,同样 线束 到 自身 的 射 
影 映 射 也 叫 射影 变换 ,它们 统称 为 一 维 射 影 变 换 . 下 面 仍 以 讨论 直 
线 上 的 射影 变换 为 主 . 

定理 2.2.1 直线 上 所 有 的 射影 变换 构成 群 , 称 为 直线 上 的 
射影 变换 群 . 

证 以 G 表示 直线 4 上 所 有 射影 变换 的 集合 ,显然 G 非 空 . 
直线 上 的 映射 在 G 中 的 充 要 条 件 是 :6-~ 是 一 一 的 ,并 且 
是 保 交 比 的 .因此 ,如 果 pr ,pzEG, 则 gi ,9 ,piyp: 也 都 是 一 
一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 ,它们 也 是 上 射影 变换 ,所 以 G 是 群 . 

坐标 下 ,射影 变换 p:6-~ 可 以 表示 为 

x an az|1z 
re 上 -区 2] 世 je 
系数 矩阵 A = (ou ) 非 退化 .射影 变换 p 可 简 记 为 p:pr = 4z. 设 
%:6-8 是 直线 上 另 一 个 射影 变换 , 它 的 表示 式 是 y: pr = Bx. 
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容易 证 明 ,9y 与 yy 的 表示 式 分 别 是 
9y:ar = ABr, yp:pr’ = BAz. 
利用 它们 也 可 以 证 明 直 线 上 所 有 的 射影 变换 构成 群 . 

如 果 9 不 是 便 等 变换 ,点 己 在 p 下 不 变 ,p(P)= 己 , 则 尸 叫 
射影 变换 gq 的 不 动 点 ,或 不 变 点 . 易 见 P(z,za) 是 不 动 点 的 充 要 
条 件 是 存在 不 为 0 的 常数 p, 使 

azZli+aczz=Cri， 

1 
消去 p 得 : 

apz+(au 一 az)ziz 一 azi=0. 
它 的 解 的 情况 取决 于 判别 式 
A= (an -an) +4anaat， 

从 A 的 各 种 情况 可 以 知道 射影 变换 p 的 不 动 点 的 情况 ,从 而 给 出 
一 维 射影 变换 的 分 类 : 

(1 ) A<0,y 没有 ( 实 的 ) 不 动 点 , 称 为 椭圆 型 

(ii ) A>0,q 有 两 个 不 动 点 , 称 为 双 曲 型 ; 

( 诈 ) A=0,9 恰 有 一 个 不 动 点 , 称 为 抛物 型 . 

性 质 2.2.2 设 点 A,B 是 双 曲 型 射影 变换 p 的 不 动 点 , 则 对 
$$ 上 任 一 点 P， 

R(AB,Pp(P))=&, 
其 中 是 常数 . 
证 设 P,Q 是 直线 E 上 异 于 A,B 的 两 点 , 则 有 
R(AB,PQ)=R(AB,p(P)8(Q)). 
记 P'= gp(P),Q'= gp(Q), 则 在 直线 & 上 的 射影 坐标 下 ， 

‘|:lbg” apl*lobp” agl*lbg’| 
CEA 
所 以 R(AB,PP’)= R(AB,QQ' ), 由 于 P,Q 任意 ,性 质 成 立 . 

9 不 是 恒 等 变 换 ,四 点 P,p(P),A,B 相 异 ,因此 了 0,1， 
co ,上 称 为 双 曲 型 变换 g 的 特征 常数 . 反 过 来 ,给 定 直线 上 两 个 不 
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动 点 A,B 及 常数 &, 由 R(AB,Pp(P))= 上 可 以 唯一 的 决定 一 个 
双 曲 型 的 射影 变换 p(k 考 0,1,%). 

在 上 一 节 我 们 证 明了 ,直线 上 的 射影 变换 总 可 以 分 解 为 个 数 
不 大 于 3 的 透视 的 乘积 .如 果 射 影 变 换 p 可 分 解 成 两 个 透视 到 
7,7 天 ,透视 中 心 分 别 是 S,T, 那 么 STX &,D=&x 都 是 p 
的 不 动 点 .如 果 9y 是 抛物 型 的 , 它 只 有 一 个 不 动 点 ,这 时 一 定 有 
S,T,D 三 点 共 线 , 见 图 2-2-1. 这 证 明 直 线 上 的 椭圆 型 的 射影 
变换 不 可 能 是 两 个 透视 之 积 . 可 以 证 明 ,抛物 型 或 双 曲 型 的 射影 变 
换 总 可 以 分 解 成 两 个 透视 的 乘积 ,证 明 留 作 练习 . 


2.2.2 对 合 


先 给 出 对 合 的 一 般 定义 . 设 %:M-~~M 是 集合 M 上 的 一 个 变 
换 , 如 果 少 不 是 恒 同 ,但 妇 是 M 上 恒 同 , 即 刀 = 工 则 称 少 是 M 
上 的 一 个 对 合 变换 .例如 , 欧 氏 平面 上 关于 一 直线 的 反射 是 对 合 . 
设 * 上 射影 坐标 是 zx = (x ,x;), 射 影 变 换 
4 和 1 1fz， 
2 -| SI 
fl 1 fo0 te 、 
易 知 ,|0 i 旭 | omy 攻 它 是 4 上 的 对 
合 . 下 面 讨论 这 种 对 合 的 射影 变换 ,简称 为 对 合 . 
设 p:6-~ 是 对 合 , 则 对 & 上 任 一 点 P, 记 Q= p(P), 如 果 P 
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关 Q, 则 P= yg*(P)= pg(Q), 也 就 是 说 ,对 合 交换 每 一 对 对 应 点 . 
下 面 的 性 质 说 明 , 对 合 的 这 一 特征 可 由 它 交换 一 对 对 应 点 代替 . 

性 质 2.2.3 射影 变换 gp:& 和 大 & 是 对 合 的 充 要 条 件 是 它 交换 
一 对 对 应 点 , 即 存在 £$ 上 相 异 两 点 P,Q, 使 P=p(Q),Q= 
pg(P). 

证 条 件 显 然 是 必要 的 ,下 证 充分 性 . 设 pg:§ 天 《使 P= 
9p(Q),Q= gp(P),P,Q 是 4 上 相 异 两 点 ,显然 9 不 是 恒 同 .对 于 
上 任 一 点 X,X = p(X), 由 于 yp 保 交 比 ， 

R(PQ,XX)=R(p(P)p(Q),p(X)p(XD))=ROQP,X9(X )) 
=R(PQ,p(X')X“). 
由 于 P, Q, X 是 相 异 三 点 ,从 上 式 得 X= p(X'), 即 X= 
9p(9(X))= gp*(X), 这 证 明了 9 是 对 合 . 
性 质 2.2.4 直线 & 上 的 射影 变换 pg: pr = Az 是 对 合 的 充 


要 条 件 是 au + az =0. 
证 射影 变换 pg:& 六 的 逆 变 换 可 以 表示 成 : 
i | Q22 ea 
9 :pr = TT. 
Ta an 


如 果 9 是 对 合 ,p* = 1,g 关 1, 即 pg =p ,9 天 1, 这 时 存在 非 零 党 


数 w 使 
加 人 | an pn 
= 5 
a a an Qu 
因而 au = pa = pan ,(1+p)aw =0,(1+y)an =0. 由 于 9 天 
1 ,不 难 知道 &= -1,au + azs =0. 条 件 的 充分 性 容易 证 明 . 
由 此 性 质 知 道 , 对 合 9 的 关于 不 动 点 的 判别 式 
A=(au -an) +4aran = 一 4|AI 关 0， 
因此 没有 抛物 型 的 对 合 . 
性 质 2.2.5 设 A,B 是 双 曲 型 对 合 g 的 两 个 不 动 点 , 则 对 任 
意 另 外 一 点 PP， 
.85， 


R(4AB,Pp(P))= -1. 
证 由 于 g 关 1, 四 点 A,B,P,P'= gp(P) 相 异 , 由 


R(AB,PP’)=R(AB,PP)= RCAB-PP’ 
得 R(AB,PP')=+1, 但 A,B,P,P' 是 相 异 四 点 ， 
R(AB,PP’)= -1. 

结合 性 质 2.2.2 我 们 可 以 说 , 双 曲 型 对 合 的 特征 常数 上 = - 1， 
这 时 双 曲 型 对 合 的 任意 一 对 对 应 点 与 两 个 不 动 点 构成 调和 点 列 . 

例 1 设 yp:A 大 B 是 线束 A 与 B 之 间 非 透视 的 射影 映射 ， 
设 P 是 直线 p'(AB) 与 p(AB) 的 交点 ,& 是 过 P 而 不 过 A,B 的 
直线 . 试 证 & 与 线束 A 与 B 中 每 一 对 9 的 对 应 直线 的 交点 是 4 上 
一 个 对 合 变 换 的 对 应 点 . 

证 如 图 2-2-2, 设 直线 4 与 AB 交 于 P', 过 A 的 直线 7 与 
€ 交 于 Q,g(7w) 与 4 交 于 Q', 则 
é(P,P’,Q,…) A(AP,AB,n,…)A B(AB,BP,7 ,…)A (P,P,Q',…), 
因此 , & (P,P'’, Q,…) €(P',P, 
Q’,…). 这 一 直线 上 的 射影 变换 交换 
了 对 应 点 已 与 已 , 它 是 对 合 , Q 的 像 是 
Q. 

如 果 知 道 了 双 曲 型 对 合 的 两 个 不 
动 点 ,利用 第 四 调和 点 的 作法 就 可 作出 
其 他 点 的 对 应 点 . 例 1 中 由 非 透视 的 射 
影 映射 p:A 六 B 决定 的 过 P 的 直线 & 
上 对 合 是 双 曲 型 的 充 要 条 件 是 :& 过 9 图 2-2-2 
的 一 对 对 应 直线 的 交点 .这 时 上 也 过 9 
的 另 一 对 对 应 直线 的 交点 ,这 两 点 是 上 的 对 合 的 不 动 点 .在 图 2 
-2-2 所 示 情 形 , Q,Q' 或 P,P' 关 于 这 两 点 调和 共 思 . 在 下 一 章 ， 
我 们 会 证 明 如 果 例 1 中 线束 之 间 的 射影 映射 是 非 透视 的 ,那么 它 
的 对 应 直线 的 交点 构成 一 条 二 次 曲线 .直线 “ 上 对 合 实际 上 就 是 
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第 三 章 中 性 质 3.2.8 中 讨论 的 由 二 次 曲线 诱导 的 对 合 ,也 见 
$3.3, 例 3. 

例 2 试 证 ,任意 一 条 不 通过 完全 四 点 形 顶 点 的 直线 与 完全 
四 点 形 的 三 对 对 边 的 交点 是 此 直线 上 一 个 对 合 的 三 对 对 应 点 . 

证 如 图 2-2-3, 直 线 与 完全 四 点 形 ABCD 的 三 对 对 边 
的 交点 是 P,P';Q,Q’;R,R'. 由 PP 一 P',Q 一 Q',R 习 R' 决 定 了 
直线 上 的 一 个 射影 变换 ,下 面 证 明 它 是 对 合 .从 


篇 2=23 


é(Q,Q',P,R,…) 昊 CD(E,Q’,D,C,…) 舌 e(Q,Q’,R’,P’,…), 
得 R(QQ',PR)=R(QQ',R'P')=R(Q'Q,P'R'). 这 证 明了 由 
将 P,Q,R 分 别 映射 成 P',Q',R'“ 定 义 的 4 上 射影 变换 下 , Q 的 
对 应 点 是 Q ,由 性 质 2.2.3 可 得 此 映射 是 对 合 . 

例 2 中 性 质 叫做 Desargues 对 合 定理 .利用 Desargues 对 合 定 
理 , 可 以 作出 由 两 对 点 对 P,P 与 Q,Q' 决定 的 对 合 的 对 应 点 RR， 
及 .而 下 面 的 方法 更 具有 一 般 性 . 

图 2-2-4 与 图 2-2-5 给 出 了 直线 上 由 两 对 点 对 A,A- 
与 B,B' 决 定 的 对 合 的 对 应 点 的 作法 .过 直线 上 点 A 作 直 线 7， 
选取 不 在 与 ”上 点 P, 由 下 列 透 视 

é£(A,B,A’,B’,…) 大 7(A,B,A',B',…) 


B” 时 di 
和 失 PA'(A’,V,A'i,P,…) 大 (A',B’,A,B,.…) 
合成 的 射影 映射 
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€(A,B,A’,B’,…) £(A’,B’,A,B,…) 
是 对 合 ,读者 可 以 按照 上 面 的 透视 作出 上 任 一 点 的 对 应 点 . 
图 2-2-4 中 点 对 4,4 与 B,B“ 互 相 分 隔 ,可 以 证 明 这 样 的 
对 合 是 椭圆 型 的 ;而 图 2-2- 5 中 点 对 A,A* 与 B,B' 不 互相 分 
隔 , 这 时 的 对 合 是 双 曲 型 的 , 它 有 两 个 不 动 点 . 


1. ro [| aaa 6 上 的 射影 变换 , 试 求 7， 


9 ,并 证 明 |p ,中 构成 群 . 
2. 试 求 直线 ?上 的 一 个 抛物 型 的 射影 变换 ,使 (2,1) 是 它 的 一 个 不 动 
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点 ,9 把 (2,3) 变 为 (1,0) ,并 求 点 (2,4) 的 像 . 

3. 试 证 :直线 上 的 双 曲 型 或 抛物 型 的 射影 变换 总 可 以 表示 成 两 个 透视 
之 积 . 

4. 给 出 直线 上 的 双 曲 型 对 合 的 一 个 不 动 点 A 和 一 对 对 应 点 P,P', 求 
作 & 上 点 Q 的 对 应 点 与 男 一 个 不 动 点 B. 

5. 求 直线 《上 的 对 合 ,使 它 的 不 动 点 是 (1,1) 与 (2,0). 

6. 设 正 是 不 在 三 点 形 ABC 的 边 上 的 点 ,D=AEx BC, 设 已 是 4AB 上 动 
点 ,Q=PExAC,P'=QDxA4B. 试 证 ,直线 AB 上 使 P 变 为 已 的 映射 是 抛 
物 型 的 射影 变换 . 

7. 设 p:& 天 《是 抛物 型 的 射影 变换 ,A 是 9 的 不 动 点 ,求证 ,对 任 一 点 
PEE,R(Ap(P), Pep’(P))= -1. 

8. 设 A,B,C 是 直线 5 上 不 同 的 三 点 ,如 果 射 影 变换 

p:€(A,B,C,)A €(B,C,A,…), 

则 gp 是 椭圆 型 的 . 

9. 设 p:&->& 是 直线 上 的 射影 变换 ,A,B 是 4 上 定点 使 得 对 于 & 上任 
一 异 于 A,B 的 点 P 总 有 R(AB,Pp(P)) = -1, 试 证 p 是 对 合 , 且 A,B 是 它 
的 两 个 不 动 点 . 


$2.3 直 射 


2.3.1 直射 映射 


定义 2.3.1 设 已 与 P ”是 两 个 射影 平面 , zx = (zi, zz， 
zi),z'= (zi,z2,z3) 分 别 是 其 上 点 的 射影 坐标 ,如果 映射 p: 
已 一 P” 可 以 表示 成 


1 au aa 4631|z 
plzz|=|az a 423|1Zz2z|， 
Ts Q31 Qa3 0Q33) \T3 


其 中 p 是 非 零 常数 ,矩阵 A = (ai ) 非 退化 , 则 称 是 已 到 已” 的 
射影 映射 ,或 直射 映射 ,简称 直射 . 
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直射 p 可 简 记 为 p: pr' = Az. 与 一 维 射影 映射 类 似 ,直射 
8i:pr'= Az 与 8;:px = Br 表示 同一 个 直射 的 充 要 条 件 是 这 两 
个 变换 的 系数 矩阵 A 与 B 成 比例 . 由 直射 的 定义 ,下 面 性 质 中 
(i) 与 (ii ) 显 然 成 立 . 
性 质 2.3.1 (i ) 直射 映射 的 逆 映 射 也 是 直射 ,直射 是 一 一 
的 映射 ; 
(ii ) 如 果 pl:P2 一 P2,p:P2 一 P” 都 是 直射 , 则 ppi: 
P? 一 P” 也 是 直射 , 即 直 射 映射 的 合成 也 是 直射 ; 
( 首 ) 直射 保持 射影 平面 上 点 与 直线 的 结合 关系 . 
证 下 面 证 明 ( 莉 ), 这 只 要 证 明 直射 pg:P? 一 P” 把 共 线 点 变 
成 共 线 点 ,不 共 线 点 变 成 不 共 线 点 .这 时 p 将 Pr? 上 直线 映 成 P” 
上 直线 ,线束 变 成 线束 ,而 保持 点 与 直线 的 结合 关系 . 设 P,Q,R 
是 射影 平面 P: 上 任意 三 点 ,p = Ap,g = Agq,r = Ar 是 它们 的 
像 P',Q’,R’ 的 坐标 ,利用 矩阵 乘法 ,可 得 
Ip’,q’'sr |=|Ap,Ag,Ar|l=|A(p,g,7)|=|1A|'|p,g,rl. 
由 于 |A| 关 0, P,Q',R' 共 线 的 充 要 条 件 是 P,Q,R 共 线 ,所 以 映 
射 p 保持 点 和 直线 的 结合 关系 . 
直射 把 共 线 的 点 映 成 共 线 的 点 ,所 以 直射 把 直线 映 成 直线 ;如 
果 直 射 p 把 P: 上 直线 ,7 映 成 P? 上 直线 ,7 ,那么 把 点 
6x 1 映 成 P? 上 点 8 x 7 .直射 保持 射影 平面 上 点 与 直线 的 结合 
关系 , 它 把 射影 平面 上 关于 点 与 直线 的 结合 关系 的 图 形 映 成 相对 
应 的 点 与 直线 的 结合 关系 构成 的 图 形 .例如 , 它 把 射影 平面 上 的 三 
点 形变 成 三 点 形 , 完 全 四 点 形变 成 完全 四 点 形 , 它 把 线束 变 成 线 
束 .直射 p 诱导 出 射影 平面 P* 上 直线 到 P” 上 直线 的 一 个 映射 ， 
下 面 推导 它 的 表示 式 . 
设 上 (5 ,6 ,8 ) 是 P* 上 任 一 直线 ,方程 为 
zi+e6zt+e6zs=0, 即 é'.r=0. 
如 果 点 P(x)E8, 则 P(x )Ep(8)= (人 ,6,55), 其 中 宅 = 
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类 这 一 3 二 入 


Azr. 以 z=4…z' 代 入 和 :zx=0, 得 Pr ) 满 足 的 方程 
6A-z'=0， 
这 就 是 6 的 方程 .所 以 存在 非 零 常数 o 使 得 
pe"T=€7A ,Bp pe = (A ID)TE. 
因为 ¢ 可 以 是 P* 上 任 一 直线 ,pt = (A ')"& 就 是 直射 p 诱导 的 
直线 映射 的 表示 式 , 称 它 是 直射 p 的 线 变换 表示 式 . 下 面 把 9 与 
它 的 逆 映 射 p ' 的 点 变换 表示 式 与 线 变 换 表示 式 一 起 写 出 : 
Pr = Ar, p:o6 =(A ')E 
9p :pr=A 'r’, 9 :p=A'E. 
具体 计算 时 ,A-: 可 用 A 的 伴随 矩阵 A 代替 ,A 是 A 的 代数 余子 
式 矩 阵 的 转 置 矩阵 ,(A-)7 可 以 用 A 的 代数 余子 式 和 矩阵 代替 . 
下 面 的 性 质 给 出 了 确定 直射 的 条 件 . 
性 质 2.3.2 射影 平面 P? 与 P? 上 没有 三 点 共 线 的 四 对 对 
应 点 唯一 确定 一 个 直射 映射 . 
证 “分 别 以 给 定 四 点 构成 P? 与 P” 上 射影 坐标 系 , 设 直射 
9:pzr = Ar, pz0, 
则 g 把 P? 上 坐标 为 (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1) 的 四 点 
分 别 变 成 P? 上 坐标 相同 的 四 点 ,这 样 的 映射 p 是 存在 的 ,A 可 


以 取 单 位 矩阵 .唯一 性 也 容易 验证 . 
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性 质 2.3.3 设 g:P* 一 P” 是 直射 ,$ 是 P? 上 任 一 定 直线 ， 
= gp(&) 是 它 的 像 , 如 果 限制 p 于 上 的 点 , 则 9 诱导 出 一 维 射 
影 映射 pg:& 大 &. 

证 设 A,B,C 是 & 上 不 同 的 三 点 ,D,E 是 直线 & 外 点 ,使 
得 D,E,C 共 线 ( 图 2-3-2), 它 们 在 p 
下 的 像 记 为 A’,B',C’,D',E'. 易 见 可 
以 分 别 取 iA,B,D;E| 与 {A',B’,D'; 
EE'| 为 P? 与 P?* 上 的 射影 坐标 系 ,这 时 

pz = 工 . 图 2-3-2 
不 难 算得 C 与 C 的 坐标 都 是 (1,1,0)， 
取 & 与 & 上 坐标 系 |A,B;CI 与 1A’,B';C |, 则 & 上 任 一 点 
P(xzi,z2,0) 在 坐标 系 |1A,B;Cl 下 坐标 为 (zx,, zx,), 它 的 像 
P(x1,x2,0) 在 坐标 系 |A',B';C' | 下 也 是 (zx, ,xz,), 因 此 9 限制 
于 & 上 点 在 8 与 的 上 述 坐 标 下 表示 式 是 


并 1 Zi 
-Ee 
I2 2 


所 以 p:& 一 和 是 射影 映射 . 
这 性 质 也 可 用 9 限制 于 是 一 一 的 ,并 且 是 保 交 比 的 来 证 


明 . 
与 性 质 2.3.3 同样 的 结论 对 P? 与 P” 中 线束 也 成 立 . 如 果 

直射 gq 把 点 P 映 成 P', 则 gp 把 过 P 的 直线 映 成 过 P' 的 直线 .9 限 
制 于 线 东 P ,诱导 出 线束 了 与 线束 PP 的 一 维 射 影 映射 .进一步 ,如 
果 P?=P”,A 是 直射 p 的 不 动 点 ,9 限制 于 线束 A 决定 线束 A 
的 一 个 一 维 射 影 变 换 . 

性 质 2.3.1 告诉 我 们 ,直射 保持 点 和 直线 的 结合 关系 , 且 是 一 
一 的 ,实际 上 这 也 是 直射 的 充分 条 件 , 即 可 以 证 明 : 

射影 平面 之 间 一 个 一 一 的 ,保持 点 和 直线 结合 关系 的 映射 是 
直射 . 
证 明 的 方法 大 致 如 下 , 设 pg:P? 一 P” 是 这 样 一 个 映射 , 则 9 
092. 


把 P* 上 直线 映 成 P” 上 直线 ,利用 第 四 调和 点 作法 及 p 保持 结 
合 关系 可 以 证 明 9 把 P* 上 任 一 调和 点 列 变 成 P* 上 调和 点 列 . 因 
此 ,9 限制 于 P” 上 直线 $ 得 直线 与 直线 = pg(&€) 之 间 的 一 一 
的 ,并 且 保持 调和 点 列 的 映射 ,由 $2.1 中 说 明 , 它 是 6 与 6 之 间 
的 一 个 射影 映射 .然后 可 以 证 明 9? 是 射影 映射 . 

在 $1.1 定义 的 拓 广 平面 之 间 的 中 心 射影 是 一 一 的 ,并 且 保 
持 结 合 关系 的 ,所 以 它们 是 射影 映射 .类 似 一 维 射影 映射 ,可 以 证 
明 一 般 的 直射 可 分 解 成 中 心 射影 的 乘积 . 

在 第 三 章 中 ,我 们 还 要 定义 射影 平面 上 把 点 变 为 直线 的 映射 ， 
叫 对 射 . 由 于 射影 平面 上 点 及 直线 的 集合 都 是 二 维 的 ,我们 把 直射 
与 对 射 统 称 为 二 维 射影 映射 . 


2.3.2 直射 变换 


如 果 yp 是 射影 平面 P? 到 自身 的 直射 映射 , 则 称 gp 是 P* 上 直 
射 变换 ,简称 直射 . 

定理 2.3.4 ”射影 平面 上 所 有 的 直射 的 集合 构成 群 , 称 为 直 
射 变换 群 . 

按照 Klein 的 变换 群 观点 ,平面 射影 几何 是 要 研究 射影 平面 
上 在 直射 变换 下 不 变 的 性 质 , 称 为 射影 性 质 .按照 这 一 观点 ,点 和 
直线 的 结合 关系 是 射影 性 质 . 实 际 上 结合 关系 是 基本 的 射影 性 质 ， 
它 有 着 丰富 的 内 容 . 根 据 性 质 2.3.3, 共 线 四 点 (或 共 点 四 直线 ) 的 
交 比 在 直射 下 不 变 , 交 比 是 射影 不 变量 . 

下 面 讨论 直射 的 不 动 点 和 不 动 直 线 ,以 下 出 现 的 直射 p:pr” 
= Az 是 在 射影 平面 上 一 个 取 定 的 射影 坐标 系 下 的 表示 式 . 

性 质 2.3.5 ”直射 变换 至 少 有 一 个 不 动 点 和 一 条 不 动 直 线 . 

证 设 p:por'=Azr 是 直射 ,P(z) 是 9 的 不 动 点 的 充 要 条 件 
是 存在 非 零 常数 o 使 

or=Ar， 即 (4-pr)z=0， 
其 中 工 表示 三 阶 单位 矩阵 .由 于 zi,zz,zs 不 全 为 0, 因 此 有 |A 一 
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of| =0, 这 是 一 个 p 的 三 次 方程 , 它 至 少 有 一 个 实 根 , 设 为 po (po 
天 0, 否 则 |A| = 0). 从 方程 
(A-pol)zr=0 

可 得 非 零 解 x , 它 表示 直射 9 的 一 个 不 动 点 . 

下 面 讨论 不 动 直线 ,p:p6 = (A ')"& 是 直射 的 直线 变换 
表示 式 , 如 果 7 是 一 条 不 动 直线 , 则 有 

p79=(A 1) 7， 即 AI=O 7 
以 p 代替 po ' 得 (A”- pI)w=0, 所 以 
IA™ -pll=|A-pI|l=0 

有 非 零 解 p 是 存在 不 动 直线 的 必要 条 件 . 类似 不 动 点 情况 , 它 也 
是 充分 的 .因此 任 一 直射 至 少 有 一 个 不 动 点 和 一 条 不 动 直线 . 

证 明 中 方程 |A - pI|=0 叫做 直射 p:pzx = Ax 的 特征 方程 ， 
它 的 根 叫 特征 根 .容易 证 明 9 的 特征 方程 与 射影 平面 上 坐标 选取 
无 关 . 如 果 工 = (zz ,zi,E) 是 PP 上 另 一 射影 坐标 , 则 有 坐标 变换 
公式 


pr= Bri, 
代入 p:or'= Az 的 两 边 得 yg 在 坐标 元 下 表示 式 
p:or =B 'ABz, 
这 时 的 特征 方程 1B-'AB -pI| =0 就 是 |A -pI|=0. 性 质 2.3.5 
的 证 明 也 给 出 了 不 动 点 与 不 动 直线 的 求法 . 
对 于 直射 p:px' = Az ,首先 解 特征 方程 
IA-pIl=0. 
对 于 它 的 每 一 个 实 特征 根 pi ,由 方程 组 
(A-pI)r=0 
可 解 得 对 应 特征 根 的 不 动 点 ,如 果 矩 阵 A - oil 的 秩 是 2, 则 对 应 
p; 有 一 个 不 动 点 ;如 果 A - po 的 秩 是 1, 则 不 动 点 构成 一 条 直线 ; 
如 果 A - pi 的 秩 为 0, 这 时 9 是 恒 同 ,所 有 的 点 都 是 不 动 点 . 
而 由 (AT -pI1)$=0 或 47(A -pI)=0 可 得 不 动 直 线 . 
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直射 的 不 动 点 与 不 动 直线 有 一 定 关系 .要 注意 的 是 ,如 果 7 
是 直射 p 的 不 动 直线 ,那么 对 于 每 一 点 QE 7, 必 有 98(Q)E 17, 但 
不 一 定 有 ?(Q) = Q. 如 果 &,7 是 直射 9 的 两 条 不 动 直线 ,它们 的 
交点 £X 7 一定 是 9 的 不 动 点 . 


例 1 设 pg:pr = Ar 是 直射 ,其 中 A= , 它 的 特 


.人 
0 1 3 
0 0 2 


征 方程 是 
(o-1)(o-2)=0， 
特征 根 p; =1( 二 重 根 ) ,os =2. 由 pi=1 得 (A- TD)z=0, 即 
zi+2z3s=0， 
| 
zx;=0, 
得 不 动 点 A(1,0,0). 由 po:=2 得 (A-21T)z=0 即 
-zi+zz+2zs=0， 
| +3zx;=0, 
得 不 动 点 B(5,3,1). 由 p=1,(A7-1)&=0 或 6(A-1)=0， 
即 


i 

2é,+3é,+é€,=0, 

得 不 动 直线 8(0,1, - 3), 即 x, -3zs =0. 由 p=2 得 不 动 直 线 
7:7x3=0. 

在 例 1 中 ,A(1,0,0),B(5,3,1) 是 直射 p 的 所 有 不 动 点 ,= 
AB:zx, 3x;=0,7:x3=0 是 不 动 直 线 ,其 中 A 是 直线 < 与 7 的 
交点 .直射 p 把 过 A 的 直线 仍 变 成 过 A 的 直线 ,q 限制 于 线束 A 
决定 的 一 个 一 维 射影 变换 .直线 & 与 7 是 这 一 射影 变换 不 变 元 素 ， 
并 且 它 没有 其 它 不 动 直线 ,所 以 p 限制 于 线束 A 是 一 个 双 曲 型 的 
射影 变换 .而 p 限制 于 过 不 动 点 B 的 直线 也 决定 线束 8B 的 一 个 一 
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维 射影 变 换 , 此 变换 只 有 & 是 它 的 不 变 元 素 , 这 是 一 个 抛物 型 的 
变换 .同样 讨论 知道 ,p 限制 于 直线 是 一 个 双 曲 型 的 射影 变换 ; 
限制 于 直线 7 是 一 个 抛物 型 的 变换 . 

例 2 试 求 PP 上 使 直线 :zs =0 是 不 动 直线 的 直射 的 一 般 
表示 式 . 


3 
解 法 1): 设 pipr'= 六 ar,i=1,2,3, 是 这 样 的 直射 ， 
1ai| 天 0, 对 任意 P(z,z:z,0)Ea 应 有 ?(P)Ea, 即 
pz3 一 aatz1 +asazz=0， 


由 于 xi,zr; 任意 ,as = a3s =0, 所 以 这 样 的 直射 p 的 一 般 形 式 是 


1 


au at2 4401||1z1 
2 Qi al 
plzrzl=|an aa 4a23||zz|，a35 天 0. 
» Qa Q22 
I3 0 0 ayJ lr 


法 2): 以 a:zx3=0 代 入 pf = A"'&, 同 样 可 得 a3 = aa =0. 

例 3 试 求 使 直线 a:zx,=0 上 每 一 点 不 动 的 直射 . 

解 要 使 a 上 每 一 点 不 动 ,只 要 使 a 上 三 个 点 不 动 即 可 , 设 
A(1,0,0),B(0,1,0),C(1,1,0) 是 9 的 不 动 点 ,代入 p:por = Az 


得 

au=p, (an=0, autan=ps, 

| | | pipzp3 天 0. 
al=0， 


因此 ,aa = a =an=an=0,an =aw- 使 a:x3=0 上 每 一 点 都 
不 动 的 直射 是 


TI al 0 asllfzi 
oj|za =|0 an aal||zz 


an=0, au tas=0, 


，aila3 天 0. 


2.3.3 调和 同调 变换 


直射 变换 保持 点 与 直线 的 结合 关系 ,下 面 利 用 这 一 性 质 讨论 
一 类 特殊 的 直射 , 它 在 讨论 双 曲 几何 时 将 起 重要 的 作用 . 

引 理 2.3.6 设 p 是 射影 平面 上 的 直射 ,使 直线 a 上 每 一 点 
都 不 动 , 且 使 不 在 直线 a 上 的 点 S 也 不 动 ,那么 对 任意 不 在 a 上 
也 异 于 S 的 点 P, 总 有 

R(S4A,Pp(P))=A， 

其 中 A= SPXa,k 是 常数 . 

证 如 图 2-3-3, 设 P,Q 是 不 在 a 上 的 任意 两 点 ,S ,P,Q 
也 不 共 线 , 记 A= SPXa,B= SQXa,C= PQXa. 由 于 S,P,A 
共 线 ,S,A 是 不 动 点 ,点 P= p(P) 仍 在 直线 SA 上 , 同 理 Q = 
9(Q) 在 SB 上 .又 因为 P,Q,C 共 线 ,P',Q',C= gp(C) 也 共 线 ， 
因此 

R(SA ,PP’)= R(SB, QQ’). 

对 直线 SA 上 任意 一 点 RR, 也 可 得 R(SA, RR’)= R(SB,QQ')， 
引 理 成 立 . 


图 :2 一 3 一 3 


如 果 引 理 2.3.6 中 9 不 是 恒 同 ,常数 关 1. 因此 ,只 要 PP 不 
在 直线 a 上 也 异 于 S, 则 pg(P) 关 P. 
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性 质 2.3.7 设 a 是 P* 上 一 直线 ,S 是 a 外 一 点 ,& 是 不 等 于 
0,1,% 的 常数 .那么 存在 唯一 的 直射 p ,使 得 S 及 a 上 每 一 点 都 
不 动 ,对 射影 平面 上 任 一 不 在 c 上 也 异 于 S 的 点 已 ,都 有 S,P， 
9g(P) 共 线 , 且 R(SA ,Pp(P))=k, 其 中 A= SPXxa. 

证 取 P: 上 射影 坐标 使 S(0,0,1),a:x=0. 由 例 3 可知 ， 
使 a 上 每 一 点 不 动 的 直射 是 


1 


Qi 0 4311z1 
p:olzz|=|0 an aa|izz|， anaa 天 0. 
Ts 0 0 asj lz 


由 yg(S)=S 又 可 得 as =aas=0. 取 P(0,1,1), 则 pg(P)= 
P'(0,auyas),A=SPxa 的 坐标 是 (0,1,0), 因 此 


R(SA ,PP') = “2=k. 
QU 


取 au =1, 则 as=A. 由 引 理 2.3.6, 对 任意 Q 
R(SB,Qp(Q))=k,B= SQXa. 

所 以 存在 唯一 的 满足 性 质 2.3.7 条 件 的 直射 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 kJLzs 

性 质 2.3.7 中 直射 p 称 为 同调 变换 ;或 透视 变换 , S 叫 透 视 
中 心 ,a 是 透视 轴 ,k 是 变换 的 特征 常数 . 当 特 征 常数 &= -工时 ， 
9 称 为 调和 同调 变换 . 

性 质 2.3.8 调和 同调 变换 是 对 合 . 

证 利用 性 质 2.3.7 中 记号 ,调和 同调 变换 可 以 表示 成 
10 0 
0 1 0 
0 0 -1 


Xl A! 


yp:o|z3:|= X2 


3 


9:pr =Azr, 其 中 A= ,由 A? = 了 ,知道 p= 了 ,因此 


9 是 对 合 . 
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性 质 2.3.9 射影 平面 上 对 合 的 直射 是 调和 同调 变换 

证 设 ?是 对 合 的 直射 , 它 不 是 恒 同 , 可 取 9 的 一 对 对 应 点 
A,A ,直线 AA“ 是 p 的 不 动 直线 .再 在 直线 AA’ 外 取 一 对 对 应 点 
B,B', 这 样 p 的 两 对 对 应 点 A,A“,B,B'’ 无 三 点 共 线 .如 图 2 一 3 一 
4; 可 得 点 C,D,F,G,H.A,A'’,G,F 与 B,B’,H,F 都 是 调和 点 
列 . 设 g' 是 以 CD 为 轴 , 下 为 中 心 的 调和 同调 变换 ,由 性 质 2.3.8， 
9 是 对 合 .显然 pg'(A)= A',g'(B)=B’, 因 此 直射 p 与 9 都 把 
无 三 点 共 线 的 四 点 A ,A“,B,B’ 分 别 变 为 A“, A,B',B, 由 此 可 知 
9= 9 .所 以 p 是 调和 同调 变换 . 

由 于 p= 9 ,F 及 CD 上 每 一 点 都 是 gp 的 不 动 点 .自然 也 是 p 
的 不 动 点 .这 可 以 直接 证 明 如 下 


图 2-3-4 


如 图 2-3-4, 直 射 p 把 四 点 A,A ,B,B 分 别 变 为 A ,A， 
B',B ,要 证 明 下 及 CD 上 每 一 点 都 是 p 的 不 动 点 .因为 AA 是 yp 
的 不 动 直线 ,gp( 下 ) 仍 在 AA 上 ; 同 理 p(F) 也 在 BB" 上 ,下 是 9 的 
不 动 点 . 记 G = pg(G), 点 G' 仍 在 4AA 上 ,由 

R(AA’,GF)= R(A'A,G'F)= -1, 
得 R(AA’,GF)=R(AA’,G'F)= 一 1, 所 以 G=G' 也 是 9 的 不 
动 点 . 同 理 五 是 yp 的 不 动 点 , GH 是 9 的 不 动 直线 .再 利用 C = 
AB'x A'B 可 证 C 也 是 9 的 不 动 点 .G, 昌 ,C 是 三 个 不 动 点 ,所 以 
GH 上 每 一 点 都 是 9 的 不 动 点 .这 证 明 p 是 以 GH 为 轴 , 下 为 中 心 
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的 调和 同调 变换 . 

如 果 yp 是 射影 平面 上 的 同调 变换 , S 是 透视 中 心 ,那么 过 S 
的 每 一 条 直线 都 是 9 的 不 动 直线 .通过 下 面 的 例子 我 们 进一步 讨 
论 这 一 特性 与 同调 变换 的 关系 . 

例 4 设 9” 是 直射 , 且 存 在 点 S ,使 得 对 任意 PE 已 ,三 点 也 ， 
9(P),S 共 线 , 试 证 存在 直线 a, 使 得 a 上 每 一 点 都 是 gp 的 不 动 
点 . 

证 假设 9 不 是 恒 同 . 易 知 过 S 的 每 一 直线 都 是 9 的 不 动 直 
线 , 因 此 S 是 9 的 不 动 点 . 任 取 P,Q 使 P,Q,P = yp(P) 不 共 线 ， 
记 Q'“=9(Q),A4A=PQxP'Q- .按照 题 中 直射 p 的 定义 ,AS 是 9 
的 不 动 直线 , 另 一 方面 ,A 也 是 直线 PQ 上 点 , 故 p(A) 是 P'Q = 
9p(PQ) 与 SA 的 交点 ,p(A)= A. 另 取 不 与 P,Q,P',Q' 共 线 的 
点 尺 ,类 似 可 得 另 一 个 不 动 点 B, 且 S,A,B 是 相 异 三 点 .下 证 a 
= AB ,分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 如 果 S,A,B 共 线 , 则 a = AB 上 每 一 点 都 不 动 (图 2-3-5 
(a)). 可 以 证 明 这 时 除了 直线 a 上 点 ,p 没有 其 他 不 动 点 ,否则 9 
是 恒 同 ,这 样 的 映射 叫做 射影 平面 上 的 扩张 . 


图 2-3-5 


(2) 如 果 S 不 在 直线 AB 上 ,如 图 2-3-5(b), 设 D 是 a= 
AB 上 异 于 A,B 的 点 , 则 pg(DD) 既 在 a 上 ,又 在 SD 上 ,因此 
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9(D)= DD 也 是 不 动 点 , 即 a 上 每 一 点 都 是 不 动 点 .由 引 理 2.3.6， 
这 时 9 是 射影 平面 上 的 同调 变换 . 


2.3.4 直射 与 坐标 变换 的 关系 


射影 平面 上 的 坐标 变换 与 直射 变换 的 表示 式 形 式 上 是 一 样 
的 ,表示 式 


1 QU 42 231|11z 


PlX2|= Ia a 423||z2 


,|A|=|a;|z0, 


Zs ay QQ32 033 
可 以 表示 下 面 两 种 情况 ; 

(1) pr = Az 是 射影 平面 上 的 坐标 变换 , 它 给 出 了 射影 平面 
上 同一 点 在 两 个 不 同 的 坐标 系 下 的 坐标 x 与 之 间 关 系 ; 

(2) or' = Az 也 可 以 是 射影 平面 上 某 个 直射 的 表示 式 ,这 时 
zz 分 别 表示 射影 平面 上 点 与 它 在 直射 下 像 的 坐标 .这 时 z 与 
Z“ 可 以 是 同一 坐标 系 下 的 坐标 ,也 可 以 是 不 同 坐标 系 下 的 坐标 ,这 
要 根据 具体 情况 判断 . 

例 $5 设 t=(zi,x;,ZXx;) 是 射影 平面 上 点 的 射影 坐标 ,二 次 
曲线 有 也 与 T, 在 坐标 下 的 方程 分 别 是 


a 
Ti:zi+ri-zxi=0, T,:rizs— xi=0. 


Ts 


在 非 齐 次 坐标 z= y= 于 下 ,它们 分 别 成 为 ( 见 图 2-3-6) 


学 
Ti:r +y =1, T,:y =x. 


设 r = (zi,zi,z3) 是 射影 平面 上 
另 一 坐标 系 ,同一 点 的 坐标 x 与 x 
的 关系 是 x 
0 2 Th 
’ rT, 
X23|， 
4 图 2-3-6 
。 101t 。 


2 | 三 


Pp 


1 2 0 
和 2 2 
Ey 


Ts 


这 是 坐标 变换 公式 .代入 的 方程 得 


101f0 01f 2 00fzri 
(xisxz2s73)|2 2 21|0 1 01I0 2 21|z:|=0， 
02 2)lo 0 -U 2 2)lz; 


化 简 后 得 TT, 在 坐标 x 下 的 方程 
z2 一 zz3=0. 
类 似 得 到 二 次 曲线 了 在 坐标 x 下 的 方程 
z2+4z1z2+2zi1z3 一 4z2z3 一 4z23=0. 

如 图 2-3-7,|P,,P:,P:; 瑟 | 是 决定 例 5 中 坐标 z 的 坐标 
系 , 其 中 Pi(1,0,0),P,(0,1,0),P3(0,0,1),E(1,1,1). 点 Pi(1， 
0,1) ,Pi (1,1,1),Ps(0,1,1),E'(3,4,5) 是 决定 例 5 中 坐标 z 的 
坐标 系 的 基点 与 单位 点 ((1,0,1) 是 Pi 在 坐标 系 | P,P,,P,;El 
下 的 坐标 ,其 余 类 似 ). 不 难 验证 P,P;,E 是 T, 上 点 , 且 PP,， 
P;P, 是 I 的 切线 . P; = E,P; = PP; x P,E,P;s= PP; Xx 
PiE; 点 P',P;,E' 是 TT， 上 点 ,PiP;,P;P; 是 症 的 切线 .所 以 ， 
四 点 P,P;,P; ,EE 与, 的 关系 和 P,P, ,P;,E 与 T, 的 关系 相 
同 .由 例 5 我 们 知道 , P, 在 坐标 系 |P', P,P;;E'| 下 的 方程 与 
I 在 坐标 系 | P,P; ,P;;El 下 的 方程 相同 ,都 是 


2 = 
Zz2 一 ZiZzs=0. 


，162 ， 


例 5 中 二 次 曲线 T 与 PP 没有 变 ,变化 的 是 射影 平面 上 的 坐 
标 系 . 
和 
1 二 于 
= 1 
与 x 是 射影 平面 上 同一 坐标 系 下 点 P 与 9g(P) 的 坐标 . 

Ti:zxi+zxi—- xi=0, T,:rizs— xi=0 

是 射影 平面 上 两 条 二 次 曲线 ,9 的 逆 变 换 是 
1 2 0 
0 2 2 
二 


例 6 设 p:or = Zz 是 射影 平面 上 直射 ,x 


9 :pr= hs 


二 次 曲线 PP 在 直射 p 下 成 为 
rr-zrizs=0. 
此 即 PP ,因此 T, 在 gp 下 的 像 是 T, .同样 可 算得 ,在 gp 下 成 为 
Ty:x?+47r172 +27173 -47,73 -4zx3=0. 
所 以 在 直射 p 下 
rT,— Tr, — eT,. 

例 5 与 例 6 决定 坐标 x 的 坐标 系 都 是 |P, ,P,,P;;E| .结合 
例 5 与 例 6 知道 ,二 次 曲线 P' 在 标 架 | Pi ,Ps,P;;E'| 下 的 方程 
是 rz -xi=0, 它 在 直射 p 下 的 像 T, = p(T ) 在 标 架 | P,P,， 
P; ;EI 下 ,方程 仍 是 xz - zi=0. 同 样 , 在 标 架 | P,P;,P,; 
EI 下 是 x? + zz - z3=0; 可 证 明 P, 在 标 架 1p(P,),p(P:)， 
gp(P;);9p(E)I 下 的 方程 仍 是 xi + za - z3=0. 一 般 地 下 面 的 结论 
成 立 . 

设 y 是 射影 平面 上 直射 变换 ,| T,, T:,T:; 下 | 是 射影 坐标 
系 ,那么 {J(T),y(T,),y(T;);y(F)| 也 是 射影 坐标 系 .对 于 射 
影 平面 上 任 一 点 P,P 在 坐标 系 iT,, T,,T;;Fi 与 Jy(P) 在 坐标 
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系 ijy(T),y(T,),y(T;s);y(F)I 下 的 坐标 是 一 样 的 . 设 P 在 坐 
标 系 { 工 ,， Ta Tys Fi 下 坐标 是 村 (zi,X2, XI3), 在 坐标 系 
fy(T1),y(T,),y(T;s);y(F)I 下 的 坐标 是 x = (ziyz2,z3)， 
假设 这 两 种 坐标 之 间 的 坐标 变换 是 
or =Ar. 

根据 上 面 的 讨论 , 设 PP 在 坐标 系 {T, ,了 T,,T; ;FI 下 坐标 为 xz, 则 
yp(P) 关 于 坐标 系 iy(T),y(T,),y(T;);y(F)} 的 坐标 仍 是 z. 
设 %(P) 在 坐标 系 1Ti ,T:,T:;FI 下 坐标 是 zx ,由 上 面 讨 论 可 知 ， 
这 时 有 po 天 0, 使 pr = Azr“ .因此 直射 y 在 坐标 系 1Ti,T: ,Ta;F| 
下 表示 式 是 

Wi:por =A 'z. 
这 些 关系 见 图 2 一 3 一 8. 


图 2-3-8 


习题 2.3 


1. 求 使 A(1,0,1),B(0,1,1),C(1,1,1),D(0,0,1) 依 次 变 为 4 (1,0， 
0),B“(0,1,0),C“ (0,0,1),D'(1,1,1) 的 直射 变换 . 

2. 求 直射 变换 p ,使 直线 e(1,1,1) 上 每 一 点 都 是 不 动 点 . 

3. 直射 变换 p 分 别 把 直线 6: zx -r=0 变 为 :zi 一 x3=0,7:T2+ 
2z: =0 变 为 六 :zi-z3=0,f:zi+z+z=0 变 为 六 :zi=0; 并 且 9 把 点 
P(1, -1,1) 变 为 P'(2,1,3). 试 求 p 的 表示 式 . i 
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Pri= x1+ x2, 
sna. 的 不 动 点 和 不 动 直线 ,并 判断 p 限制 于 
pr3= x 
不 动 直线 所 得 射影 变换 的 类 型 . 
1 1 0 
8 3 0 
Wy} 
于 每 一 不 动 点 决定 的 线 东 中 的 射影 变换 的 类 型 . 
6. 设 两 个 三 点 形 ABC 与 A'B'C' 关 于 S 成 透视 ,S 不 在 两 个 三 点 形 的 透 
视 轴 上 , 试 证 存在 同调 变换 p. 使 A,B、C 分 别 变 成 A’, B,C”. 
10 -1 
wenn ee | 
0 0 -1 


5. 求 直射 pg:pr = z 的 不 动 点 和 不 动 直线 ,并 判断 p 限制 


工 是 调和 同调 变换 ,并 找 出 同调 变换 


的 中 心 与 轴 . 
$2.4 欧 氏 平面 上 的 仿 射 变换 


下 面 给 出 一 些 射影 变换 在 欧 氏 几何 中 的 运用 ,进一步 的 讨论 
见 第 四 章 . 

设 (z,y) 是 欧 氏 平面 上 直角 坐标 , (zi, za,zs) 是 对 应 的 齐 次 
坐标 ,z= 妹 ,y= 于 . 拓 广 欧 氏 平面 上 无 穷 远 直 线 是 au :x3=0. 
如 果 gp 是 拓 广 平面 上 把 无 穷 远 直线 变 为 无 穷 远 直 线 的 直射 , 它 把 
拓 广 平面 上 的 无 穷 远 点 变 成 无 穷 远 点 ,把 普通 点 变 成 普通 点 ,因此 
9 决定 欧 氏 平面 上 的 一 个 变换 . 由 上 节 例 2 知道 ,这 样 的 p 在 齐 
次 坐标 下 表示 式 具有 下 列 形 式 : 

| 


pzaz=azzi+azzaz+azsZ3， a 


Pr3s 二 433T3， 


以 第 三 式 pr3= Q3373 分 别 除 以 前 两 式 , 记 zx” = 也,y 2 so = 
3 和 

Cr aa -人 

a 1,2,b, 人 


得 9 的 直角 坐标 表示 式 


Zr =cuz+coy+pi， 

它 是 欧 氏 平面 上 的 一 个 变换 仍 记 为 p. 点 P(z,y) 的 像 pg(P)= 
P'(z',y ) 由 上 式 确定 ,这 样 的 变换 叫做 欧 氏 平面 上 的 仿 射 变换 . 
易 见 , 仿 射 变换 表示 式 中 系数 矩阵 (cy ) 是 非 退化 的 ,oj ,b: 可 以 是 
任意 常数 . 

另 一 方面 ,任意 给 定 非 退 化 矩阵 C= (c),i,j=1,2, 常 数 
b1,5;, 则 有 唯一 的 仿 射 变换 以 C 为 系数 矩阵 ,pb ,5, 为 变换 的 常 
数 
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按照 定义 , 仿 射 变换 是 一 种 特殊 的 直射 , 它 具 有 直射 的 性 质 . 
易 见 , 仿 射 变换 是 正 交 变换 的 重要 推广 , 它 既 包含 了 平移 \ 旋 转 、 反 
射 等 保持 点 之 间距 离 与 直线 的 夹 角 的 正 交 变换 ,也 包含 了 形 如 

[2 
y=hy, ly =py, 
的 变换 ,天 0,w 天 0 ,前 者 叫 相 似 变换 ,后 者 叫 伸 缩 变 换 . 仿 射 变换 
的 全 体 构 成 一 个 群 , 叫 仿 射 变换 群 .容易 知道 , 仿 射 变换 一 般 来 说 
不 保持 两 点 间距 离 与 两 直线 的 夹 角 . 例 如 ,天 w 时 伸缩 变换 不 保 
持 两 点 间距 离 与 两 直线 的 夹 角 . 所 以 欧 氏 平面 上 的 许多 性 质 在 仿 
射 变换 下 要 改变 .但 仿 射 变换 仍 可 以 运用 于 欧 氏 几何 ,用 来 解决 一 
些 欧 氏 几何 的 问题 . 
性 质 2.4.1 仿 射 变换 把 共 线 点 变 成 共 线 点 ,把 相交 直线 变 
成 相交 直线 ,平行 直线 变 成 平行 直线 . 
证 ”由 于 直射 保持 点 与 直线 的 结合 关系 , 仿 射 变换 也 保持 点 
与 直线 的 结合 关系 .如 果 & 与 7 是 欧 氏 平面 上 两 平行 线 ,它们 在 拓 
广 平面 上 交 于 无 穷 远 点 ,所 以 & 与 7 在 仿 射 变换 下 的 像 直 线 交 点 
“1 


Z =Ar, 


仍 在 无 穷 远 直线 上 ,也 就 是 说 ,&,7 在 仿 射 变换 下 的 像 仍 是 平行 直 
线 .而 如 果 &,w 交 于 普通 点 , 则 仿 射 变换 下 , ,7 的 像 仍 交 于 普通 
点 . 

由 此 性 质 可 知 , 仿 射 变换 把 欧 氏 平面 上 平行 四 边 形变 成 平行 
四 边 形 , 梯 形变 成 梯形 . 

性 质 2.4.2 仿 射 变换 由 不 共 线 的 三 对 对 应 点 唯一 确定 . 

证 设 A,B,C 是 欧 氏 平面 上 不 共 线 的 三 点 ,如 图 2-4-1， 
设 P-.,Q-,R- 分 别 是 三 角形 Ps 
ABC 三 边 上 的 无 穷 远 点 . B,C， 
P。, Qs 是 拓 广 平面 上 无 三 点 共 线 
的 四 点 .如果 A ,B“ ,C“ 是 欧 氏 平 
面 上 另外 不 共 线 的 三 点 ,类 似 可 得 4 
P',Q',R'-. 由 了 -BC 一 
C ,P-~P'-,Q- 一 Q'- 确 定 一 个 
直射 p. 由 于 p 把 P。 ,Q- 分 别 变 为 P"- ,Q'-,9 把 无 穷 远 直 线 
变 成 无 穷 远 直线 .不 难 证 明 p 把 A 变 成 A“ .这样 的 仿 射 变换 的 唯 
一 性 ,是 要 证 明 如 果 直 射 gq 把 A,B,C 分 别 变 为 A ,B,C' 且 保持 
无 穷 远 直线 不 变 , 则 9 一 定 把 P。 ,Q“ -分别 映 成 P'。,Q'。 ,这 也 
容易 证 明 . 

利用 这 一 性 质 容易 证 明 欧 氏 平面 上 任意 两 个 三 角形 中 的 一 个 
可 以 在 仿 射 变换 下 变 为 男 一 个 .特别 ,任意 一 个 三 角形 可 以 经 仿 射 
变换 变 成 等 边 三 角形 ,或 直角 三 角形 .由 此 证 明 , 任 意 两 个 平行 四 
边 形 可 以 在 仿 射 变 换 下 把 一 个 变 成 另 一 个 .特别 ,任意 一 个 平行 四 
边 形 可 在 仿 射 变换 下 变 成 正方 形 .但 是 ,对 欧 氏 平面 上 任意 两 个 梯 
形 ,不 一 定 有 仿 射 变换 把 其 中 一 个 变 为 另 一 个 .读者 可 以 找 出 两 个 
梯形 存在 仿 射 变 换 把 其 中 一 个 变 为 另 一 个 的 条 件 . 

性 质 2.4.3 (i ) 仿 射 变换 保持 共 线 点 之 间 线 段 的 长 度 之 
比 ; 


已 


图 2-4-1 
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(i ) 仿 射 变换 保持 两 图 形 的 面积 之 比 . 
证 (i) 设 A,B,C 是 欧 氏 平面 上 共 线 三 点 ,P。 是 该 直线 
上 的 无 穷 远 点 ,它们 在 仿 射 变换 p 下 的 像 分 别 记 为 A ,BC ， 
P- ,由 于 9 保持 交 比 
R(AB,CP,.)= R(A'B',C'P’.). 


利用 1.5 结果 ,这 时 全 = 全 6 .如果 A,B,C,D 是 共 线 四 点 ， 
利用 铝 = 全 . 臣 就 可 以 证 明 
AB _AB' 
TD CD”’ 
其 中 A’,B',C’,D' 分 别 是 A,B,C,D 的 像 . 
(ii ) 只 要 证 明 仿 射 变换 保持 三 角形 的 面积 之 比 , 设 P (zi， 
yy ),i= 1,2,3, 是 不 共 线 的 三 点 , 记 


1 1 1 
则 AP, P,P; 的 面积 是 |A| .改写 仿 射 变换 9 


zr cn ca bilfz 
y |=|c ca by|. 
1 0 0 1J\l 


记 pg(P;)=P'(z',,y';), 利 用 矩阵 乘法 不 难 知道 


Xl ZX2 X3 cu ca bb TY T2 I 
a ， 过 
A = 开 2 232 YI FI cz 0 Nn ya 
1 1 1 0 0 1 1 
AP1P2P; 的 面积 是 |A'| ,显然 
A jc cn 
A Ca Cn 
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因此 AP, P,P, 与 AP, P? Ps 的 面积 之 比 是 常数 , 即 仿 射 变换 保持 
面积 之 比 . 

例 1 如 图 2-4-2, 设 D,E,F 分 别 是 入 ABC 三 边 上 的 点 ， 
且 AD:AB= BE:BC= CF:CA=1:n A 
(n>2). 记 P= AE x DC,Q= BF Xx AE, 
R= CD x BF , 试 求 

(1) CR : RP: PD, AP: PQ: QE, BQ: 
QR: RF:; 

(2) 人 ABC 与 人 PQR 的 面积 之 比 . 8 

证 由 性 质 2.4.1,2.4.2,2.4.3, 不 妨 
假设 全 ABC 是 等 边 三 角形 ,利用 对 称 性 ， 
不 难 知 道人 PQR 也 是 等 边 三 角形 .从 余弦 定理 可 得 


AP (t+ 二 -二 ja 
n n 
1 


不 妨 设 AB= BC= CA =1, 得 AE= BF= CD= 1+ 二 元: 利 


用 和 全 ABE 与 AAPD 相似 ,可 得 


A AB BoAD DE :i 
AP= AD AE -nAE’ DP AD'AE ZAE’ 


图 2-4-2 


因此 PQ- QR=RP= AE- AP- QE -#12 AE=- 让, 因 
而 
AP:PQ:QE=1:(n-2):i. 
同样 ， 
CR:RP:PD= BQ:QR:RF=1:(n -2):1.. 


和 ABC 与 人 PQR 的 面积 之 比 是 AB?:PQ?=(n?+1-n): 
(一 2)2. 
如 果 n=2, 则 DD,E,F 分 别 是 人 ABC 三 边 上 的 中 点 ,这 时 
. 109 . 


P,Q,R 三 点 重合 ,是 入 ABC 的 重心 ,AP: PE =2:1. 如 果 n=3， 
则 DD,E,F 分 别 是 入 ABC 三 边 上 的 三 等 分 点 ,这 时 AP: PQ: PD 
=3:3:1. 

还 可 以 证 明 三 个 三 角形 人 ABC ,全 DEF 与 人 PQR 的 重心 重 


i 
合 . 


例 2 证 明 椭 贺 + 各 =1 的 面积 是 abr, a,b>0. 


2 2 


X 
证 通过 仿 射 变换 椭圆 + 入 = 1 变 成 为 图 
> = 
z2+y =1. 如 图 2-4-3, 三 点 A(a,0),B(0,5),O(0,0) 的 像 
分 别 是 A“(1,0),B“ (0,1),O7(0， 
0). 入 4ABO 与 全 A“B'O-“ 的 面积 分 
别 是 去 ab 与 二, 而 加 zx2+ y? =1 
的 面积 为 x. 由 性 质 2.4.3, 可 知 椭 
国王 + 并 =1 的 面积 是 ob 
性 质 2.4.4 仿 射 变换 把 二 次 
曲线 变 为 二 次 曲线 ,把 二 次 曲线 的 
切线 变 为 切线 . 
证 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 总 可 以 表示 成 


Qn a a1 


(xz,y,1) 


Q2 2 ay 


Q3 QQ23 a33 
在 仿 射 变 换 p 下 ,二 次 曲线 成 为 

du da da 
dp d dz 
ds d» ds 
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au ar an 


(zy ,1) 


ap az lan 


Aas CQ as 


其 中 (4d; ) 是 cn C2 b;, 
0 0 1 
二 次 曲线 在 仿 射 变换 下 的 像 仍 是 二 次 曲线 . 

二 次 曲线 的 切线 是 与 二 次 曲线 交 于 二 重点 的 直线 ,因此 ,二 次 
曲线 的 切线 在 仿 射 变换 下 仍 变 成 切线 . 

还 可 以 证 明 仿 射 变换 把 双 曲 线 ,抛物 线 ,椭圆 分 别 变 为 双 曲 
线 , 抛 物 线 , 椭 圆 ,详细 讨论 见 第 四 章 . 

例 3 如 图 2-4-4, 入 ABC 外 切 于 一 椭圆 , 切 点 分 别 是 D， 
EE,FF, 试 证 ,AE ,CD ,BF 交 于 一 点 . 


A A' 


的 逆 矩 阵 ,自然 有 da = ds =0. 因 此 ， 


8 B 
(a) (b) 


图 2-4-4 


证 利用 仿 射 变换 把 椭圆 变 成 圆 ,椭圆 外 切入 ABC 变 成 圆 外 
切 人 AB'C’, 切 点 分 别 变 成 D',E',F'. AE,CD,BF 交 于 一 点 的 
充 要 条 件 是 A'E ,CD', BF’“ 交 于 一 点 .在 人 A'B'C' 中 , AD”= 
AF',B'D’= BE’,C'E’=C'F'. 利 用 Ceva 定理 ( 见 $1.5 例 9)， 
从 

AD’'.BE .CF 
DB” EC FA” 
知道 AE,C'D',B'F' 交 于 一 点 ,所 以 AE ,CD ,BF 也 交 于 一 点 . 
仿 射 变换 在 把 圆 变 成 椭圆 的 同时 ,把 圆心 变 成 椭圆 内 一 点 ,这 
' 111 ， 
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一 点 具有 图 心 类 似 的 性 质 : 过 这 一 点 的 所 有 弦 以 该 点 为 中 点 ,这 点 
叫 椭 圆 的 中 心 ;过 椭圆 中 心 的 直线 称 为 椭圆 的 直径 .利用 仿 射 变 
换 ,也 容易 知道 椭圆 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 是 直径 .如 果 图 2 一 4 一 4 
(a) 中 EE 是 BC 的 中 点 , 则 由 第 四 调和 点 作法 ,这 时 DF 平行 于 
BC .经 过 仿 射 变换 (图 2-4-4(b)), 王 "也 是 BC 的 中 点 ,DT 平 
行 于 BC . 易 见 ,这 时 人 ABC 中 AB =A'C ,所 以 4 五 过 圆心 ， 
从 而 是 圆 的 直径 ,A'E' 也 是 圆 的 平行 于 B'C’ 的 弦 的 中 点 轨迹 .这 
证 明了 : 

如 果 公 ABC 外 切 于 椭圆 , BC 上 切 点 E 是 BC 的 中 点 , 则 平行 
于 BC 的 椭圆 的 弦 的 中 点 在 AE 上 ,AE 是 椭圆 的 一 条 直径 . 

进一步 ,如 果 图 2-4-4(a) 中 也 ,E,F 分 别 是 入 ABC 的 中 
点 , 则 入 ABC 一 定 是 等 边 三 角形 .这 时 图 2-4-4(b) 中 DO" 是 
全 A'B'C' 的 内 切 圆 圆心 ,这 证 明了 : 

如 果 公 ABC 的 内 切 椭圆 的 切 点 分 别 是 三 边 上 的 中 点 , 则 椭圆 
的 中 心 就 是 入 ABC 的 重心 (这 样 内 切 椭圆 的 总 存在 ). 

容易 看 出 ,对 于 三 角形 内 一 点 O ,存在 以 O 为 中 心 而 内 切 于 
三 角形 的 椭圆 的 充 要 条 件 是 :存在 仿 射 变换 ,使 得 O 变 成 三 角形 
的 角 平 分 线 的 交点 .利用 本 节 习 题 7, 进 一 步 可 以 证 明 ( 证 明 留 给 
读者 ) : 

对 于 三 角形 内 一 点 O ,存在 以 O 为 中 心 而 内 切 于 三 角形 的 椭 
圆 的 充 要 条 件 是 ,点 O 在 三 角形 的 三 条 中 位 线 所 围 成 三 角形 的 内 
部 . 

如 图 2- 4 一 5, 设 8 是 椭圆 的 一 条 直径 ,那么 平行 于 § 的 弦 的 

中 点 轨迹 也 是 椭圆 的 直径 , 记 为 7;& 与 7 叫做 椭圆 的 一 对 共 示 直 
径 . 共 堪 直径 可 以 用 下 列 性 质 来 刻画 : 

平行 于 直径 & 的 弦 的 中 点 轨迹 是 直径 7; 而 平行 于 7 的 椭圆 
的 弦 的 中 点 轨迹 是 &. 

这 一 性 质 在 仿 射 变换 下 是 不 变 的 ,特别 ,如 果 在 仿 射 变换 下 ， 
椭圆 变 成 辑 ,那么 椭圆 的 一 对 共 示 直 径 变 成 圆 的 共 固 直径 . 而 圆 的 
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任 一 对 共 生 直 径 互 相 垂 直 . 利 用 仿 射 变换 也 不 难 证 明 ,椭圆 的 任意 
直径 端点 处 的 切线 平行 于 它 的 共 示 直 径 . 如 图 2-4-5,A,A“ 是 
与 椭圆 的 交点 ,A , A’ 处 的 切线 平行 于 7 的 共 恩 直径 6; 同 理 , 与 椭 
圆 交 点 B,B' 处 的 切线 平行 于 7, ABA'B' 构 成 平行 四 边 形 . A,A”， 
B,B' 处 椭圆 的 切线 也 构成 平行 四 边 形 . 可 以 证 明 这 两 个 平行 四 边 形 
的 面积 都 是 常数 ,分 别 是 2ab 与 44ab,a ,6 是 椭圆 的 两 半 轴 长 . 


图 2-4-5 


习题 2.4 


1. 利用 仿 射 变换 证 明 : 如 果 D,E 分别 是 入 ABC 的 两 边 AB,AC 上 中 
点 ,已 是 DC 与 BE 的 交点 ,Q,R 分 别 是 DE 与 BC 的 中 点 , 则 A,P,Q,R 共 


局 


习题 1 习题 2 
2. 设 E,F 是 平行 四 边 形 ABCD 的 边 AB 与 AD 上 两 点 ,EF// BD , 试 证 
ACDF 与 ACBE 的 面积 相等 . 
“a 


3. 如 图 , 设 AB 是 椭圆 的 弦 , CD 是 AB 的 平行 线 , 且 C,D 分 别 是 椭 贺 
在 A,B 处 切线 上 点 ,CD 与 椭圆 交 于 EE ,下 , 试 证 CE = FD.( 将 此 题 中 椭圆 改 
成 欧 氏 平面 上 任 一 二 次 曲线 , 则 相应 结论 仍 成 立 , 其 证 明 可 以 利用 $4.2 中 
的 结论 .) 


习题 3 习题 4 


4. 设 O 是 椭圆 中 心 ,AB 是 过 O 的 弦 , 即 AB 是 椭圆 的 直径 ,椭圆 上 一 
点 已 处 切线 与 A,B 处 切线 分 别 交 于 C,D, 设 Q= CB x AD,H= ABx CD， 
G = PQ x AB, 试 证 ， 

(1) R(AB,GH)= R(CD,PH)= -1; 

(2) CAN PG/ DB; 

(3) PQ= QG. 

5. 利用 仿 射 变换 讨论 椭圆 的 内 接 四 边 形 面积 最 大 时 四 边 形 满足 的 条 
件 . 

6. 利用 仿 射 变换 讨论 椭圆 的 外 切 四 边 形 面积 最 小 时 四 边 形 满足 的 条 
件 ， 

7. 设 D,E,F 分 别 是 和 ABC 的 三 边 AB, BC,CA 上 点 ,AE,BF,CD 交 


于 人 ABC 内 点 O. 试 证 存在 仿 射 变换 p ,使 得 线 4 
眉 AE ,BF ,CD 分 别 变 成 三 角形 的 角 平 分 线 的 
一 -ww AF AD D 

充 要 条 件 是 三 正 数 外 ,人 ,1 中 任 两 数 之 和 大 
于 第 三 数 .这 时 存在 和 ABC 的 内 切 杠 贺 , 燃 圆 的 .多 RE 
二 Sl 

8. 设 D,E,F 分 别 是 入 ABC 的 三 边 AB， 
BC ,CA 上 的 内 点 , 试 证 存在 内 切 于 人 ABC 的 习题 7 


元 生 


椭圆 , 且 切 点 分 别 是 D,E ,FF 的 充 要 条 件 是 个 ABC 与 全 EFD 成 透视 . 
9. 如 果 D,E,F 分 别 是 公 ABC 的 三 边 AB,BC ,CA 上 的 点 , 试 证 存在 切 
于 人 ABC 三 边 的 椭圆 , 且 切 点 分 别 是 D,E,F 的 必要 条 件 是 人 ABC 与 


公 EFD 成 透视 . 


10. 设 D,E,F 分 别 是 入 ABC 的 三 边 AB, BC,CA 上 点 ,AE,BF,CD 
交 于 一 点 O , 试 证 存在 仿 射 变换 使 得 AE ,BF ,CD 成 为 三 角形 的 三 条 高 . 
11. 设 AB,CD 是 椭圆 的 一 对 共 轰 直径 ,P 是 椭 贺 上任 一 点 , 试 证 , PA， 


PB ,PC ,PD 是 调和 直线 . 


习题 11 
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第 三 章 


二 次 曲线 的 射影 理论 


这 一 章 讨论 射影 平面 上 的 二 次 曲线 理论 ,介绍 射影 二 次 曲线 
的 几 个 重要 定理 ,如 Steiner,Pascal 及 Brianchon 定理 .其 中 Steiner 
定理 告诉 我 们 , 非 退 化 有 实 轨迹 的 射影 二 次 曲线 是 线束 之 间 非 透 
视 的 射影 映射 对 应 直线 交点 的 轨迹 ,这 说 明 射 影 二 次 曲线 可 以 用 
点 与 直线 的 结合 关系 来 描述 ,这 就 是 二 次 曲线 的 射影 定义 ,这 一 章 
还 介绍 以 极点 极 线 为 主要 内 容 的 配 极 理论 . 


$3.1 二 次 曲线 的 射影 定义 


3.1.1 二 次 曲线 
与 前 面 一 样 ,(x, ,x;,x;) 是 射影 平面 上 点 的 射影 坐标 . 


3 

定义 3.1.1 身影 平面 上 满足 > ovin = 0 的 点 P(x， 
，，,z,) 的 轨迹 叫 二 阶 曲 线 ,也 常 简称 为 二 次 曲线 ,方程 中 a; = 
ai* 且 不 全 为 0. 

利用 矩阵 乘法 ,二 阶 曲 线 的 方程 可 以 写成 
al aa 423 | |1z1 
-| 
3 


(ziyzayzs)|ao az a 


Ql3 423 433 
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au aa ao 
其 中 4A=|aa an an 叫做 二 次 曲线 的 系数 矩阵 , 简 记 为 A = 
QH3 423 a33 
I! 3 
(aj). 如 果 记 z= |zz | , 则 二 阶 曲线 >，aszizi =0 可 简 记 为 
3 


rx'Ar=0. 
假如 二 次 曲线 的 系数 矩阵 A 非 退 化 , 即 |1 A 1 隆 0, 则 称 二 次 曲线 
Xx "Ax =0 非 退 化 ,否则 称 xTAx =0 退化 . 

例 1 二 阶 曲线 zx?+ xz? 一 x?=0 与 zi+zz+zs=0 都 是 非 
退化 的 ,但 后 者 无 实 轨迹 . 二 阶 曲 线 z 土 zz =0 的 矩阵 
1 0 0 
0 +1 0 
人 、 淮 ” -站 
别 是 一 点 (0,0,1) 与 两 条 直线 xz, + zz =0,zi 一 x，=0. 二 阶 曲线 
zizz-za+xzar-xziz=0 可 以 写成 (zi- zz)(zz -xzs)=0， 


它 是 两 条 相交 直线 .根据 后 面 证 明 的 引 理 3.1.6, 它 是 退化 的 , 自 


退化 ,因此 二 阶 曲线 zt+ 上 za=0 退 化 ,它们 的 轨迹 分 


然 这 也 可 以 通过 计算 系数 矩阵 | 去 ” -1 ”去 | 的 秩 或 行列 式 
0 


< 二 人 
2 
得 到 这 一 结论 . 
显然 , 例 1 中 二 阶 曲 线 zizz - za + zx3 一 zix3=0 的 系数 
0 1 -1 
和 矩阵 也 可 以 表示 为 | 1 -2 1 |, 这 样 的 表示 可 简化 计算 . 
-1 1 0 


如 果 ar = By 是 射影 平面 上 的 坐标 变换 ,那么 二 阶 曲线 
` 17 ， 


zTAz=0 在 坐标 y 下 成 为 : 
y' BABy=0. 
由 于 |B| 关 0, 和 矩阵 B7AB 退化 与 否 ,取决 于 矩阵 A. 这 说 明 二 阶 
曲线 的 退化 与 否 跟 射影 坐标 系 的 选取 无 关 . 二 阶 曲线 在 不 同 坐标 
系 下 的 矩阵 是 合同 矩阵. 
类 似 于 由 点 构成 的 二 阶 曲 线 ,有 


定义 3.1.2 称 射影 平面 上 满足 ai55 =0 的 直线 6(5， 


,6; ) 的 集合 叫 二 级 曲线 ， 也 叫 线 二 次 则 线 ， 也 常 把 它 叫做 二 次 曲 
线 . 

二 级 曲线 的 方程 也 可 以 简 记 为 

£7AE=0, 

其 中 A = (a; ) 是 对 称 和 矩阵 ,aj 不 全 为 0. 

下 面 主要 讨论 二 阶 曲 线 , 二 级 曲线 的 讨论 类 似 进 行 , 也 可 以 利 
用 对 偶 原 理 .对 偶 原理 在 二 次 曲线 理论 中 的 运用 方法 以 后 说 明 . 

定义 3.1.3 ”如 果 点 P(x) 满 足 Ax =0, 则 P 叫 二 次 曲线 
zTAzr=0 的 奇 点 . 

由 于 射影 坐标 zx = (zi ,za,zs) 的 分 量 不 能 全 为 0, 由 Arz=0 
可 知 矩阵 A 退化 ,这 说 明 

性 质 3.1.1 二 次 曲线 退化 的 充 要 条 件 是 它 上 面 存在 奇 点 . 

性 质 3.1.2 如 果 已 是 二 次 曲线 上 奇 点 , Q 是 二 次 曲线 上 另 
一 点 ,那么 直线 PQ 上 每 一 点 在 二 次 曲线 上 . 

证 设 P,Q 的 坐标 是 p,q, 二 次 曲线 研 的 方程 是 x7Ax =0， 
p,q 满足 

p'Ap=0, p'Agq=0, gq'Ag=0. 
对 于 直线 PQ 上 任 一 点 4p + pq， 
(Ap+ug) A(XMp+ rg)=4 pp" Ap+2app" Ag+ pq Ag=0, 

其 中 用 到 p "Ag = q "Ap ,因此 直线 PQ 在 卫 上 . 

如 果 P(1,0,0) 是 二 次 曲线 上 奇 点 , 则 有 au =ao=aa=0， 
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二 次 曲线 的 方程 是 a,, x? + 2as rz + assx: =0, 它 的 判别 式 A 
= aa -aaas: 如 果 二 次 曲线 上 除了 奇 点 P 外 无 其 他 点 , 则 有 A 
<0. 如 果 二 次 曲线 上 还 有 一 个 奇 点 , 则 A=0, 这 时 此 两 奇 点 连 线 
上 的 点 都 是 奇 点 .如 果 A>0, 则 ay zx; +2aysx2z3+asx3=0 可 
以 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 乘积 .这 证 明了 退化 的 二 次 曲线 只 能 是 
下 列 三 种 情况 之 一 : 

(1) 一 点 ; (2) 一 直线 ; (3) 两 条 相交 直线 . 

这 说 明 如 果 二 次 曲线 退化 ,并且 它 上 面 至 少 有 两 点 ,那么 它 的 
方程 总 可 以 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 乘积 .这 也 给 出 了 判断 二 元 二 
次 方程 可 否 分 解 及 分 解 的 方法 . 

性 质 3.1.3(Steiner) 设 gp 是 线束 S, 与 S, 之 间 的 非 透视 的 
射影 映射 ,那么 p 的 对 应 直线 交点 的 轨迹 
构成 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 ,并 且 线束 中 
心 Si,S; 也 在 此 二 次 曲线 上 . 

证 设 已 是 直线 9p (SS:) 与 
9p (SS:) 的 交点 ,p (SiS, ) = S:P， 
9(SiP)= S,S,. 再 取 已 为 p 的 一 对 对 应 
直线 的 交点 ,利用 gp 是 非 透视 的 射影 映 
射 ,可 以 证 明 S,,S: ,已 ,已 中 无 三 点 共 线 . 图 3-1-1 
取 SiPS, 为 坐标 三 点 形 , 尼 为 单位 点 , 见 
图 3-1-1. 这 些 直线 的 方程 分 别 是 
PS :zx; =0,PS, :ri =0,SS: :x, =0,SIE:z -x3=0,S,E:z, -x,=0. 
这 时 


gp:PS\™S.S;,,S.S.,>PS,,S\.E™*S,E, 
利用 p 保 交 比 容易 算得 ,线束 S, 中 任 一 直线 hz + pr3=0 在 9 
下 的 像 是 直线 hx， + pr; = 0. 它们 的 交点 P(z) 满足 
3=0, 
你 73 ,消去 1,z 得 gp 的 对 应 直线 交点 的 方程 
Ari+ prz=0， 
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xz; -xixs=0. 
显然 它 是 非 退 化 的 , 且 线 束 中 心 S, 与 S, 在 此 曲线 上 . 
另 一 方面 ,如 果 P(z,,z,,z3) 满 足 此 方程 , 则 有 不 全 为 0 的 
4,4 使 


bE > 
这 证 明 此 二 次 曲线 上 的 点 都 是 p 的 对 应 直线 的 交点 . 

如 果 g:S, 六 S, 是 透视 ,那么 对 应 直线 交点 轨迹 由 9 的 透 
视 轴 及 线束 中 心 的 连 线 组 成 .因此 透视 p:S, 去 S，, 的 对 应 直线 交 
点 的 轨迹 是 一 条 退化 的 二 次 曲线 .后 面 要 证 明 Steiner 定理 的 另 一 
部 分 : 任 一 非 退 化 有 实 轨 迹 的 二 次 曲线 都 可 以 看 成 是 线束 之 间 非 
透视 射影 映射 的 对 应 直线 交点 的 轨迹 . 

性 质 3.1.4 射影 平面 上 没有 三 点 共 线 的 五 点 决定 一 条 二 阶 
曲线 . 

证 如 图 3-1-2, 设 A,B,C,D,E 是 无 三 点 共 线 的 五 点 ， 
则 有 射影 映射 人 

A(AC,AD,AE,…)A B(BC,BD,BE,…), 

显然 它 不 是 透视 . 由 Steiner 定理 ,A,B,C,D， 
EE 在 此 映射 决定 的 二 次 曲线 上 . 这样 的 二 次 曲 
线 的 唯一 性 ,可 以 由 定理 3.1.10 得 到 . E 

类 似 性 质 3.1.3, 可 以 证 明 了 

性 质 3.1.5 设 p:S(P,Q,…) 六 E(P， 
Q',…) 是 直线 之 间 非 透视 的 射影 映射 , 则 它 的 
对 应 点 的 连 线 构成 一 条 二 级 曲线 ,并 且 直 线 与 也 在 此 二 级 曲 
线 上 . 

性 质 3.1.3 与 3.1.5 实际 上 互 为 对 偶 命 题 . 

例 2 设 直线 z; =0 上 点 P(X,p,0) 经 过 映射 9 成 为 直线 
zi=0 上 点 P(0,),A+A), 则 9 是 直线 zs =0 与 zi=0 之 间 的 一 


B 


轩 守 == 交 
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一 保 交 比 的 映射 ,是 射影 映射 .由 点 P(X,y,0) 在 直线 PP (&,， 
纪 ,6) 上 ,得 A&1 + At =0, 同 理 得 16 + (+A)6 =0. 因 此 ,6， 
6 ,6 满足 
(Aé1 + pé, =0， 
Ce 
消去 4,y 得 g 决定 的 二 级 曲线 方程 
&6 -2 -66 =0. 
这 是 一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 ,直线 zx =0 与 zi =0 是 此 二 级 曲线 
上 直线 . 
例 3 设 y 是 线束 A(0,0,1) 与 B(1,0,0) 之 间 的 映射 ,把 直 
线 E(X4 ,1,0) 变 成 (0,p, 一 4),y 是 射影 映射 .直线 与 & 的 交 
点 满足 
Arit+ Apzrz=0， 
en 
消去 4, 得 y 决定 的 二 阶 曲线 
TIT;+ rT3=0. 
它 是 退化 的 ,由 两 直线 rz = 0 与 zx, + xs =0 上 点 构成 .射影 映射 
y 是 线束 A 与 B 之 间 的 透视 ,透视 轴 是 直线 rz, + zs=0, 而 zz=0 
是 线束 中 心 的 连 线 . 


3.1.2 二 次 曲线 的 切线 


下 面 讨论 二 次 曲线 与 直线 的 关系 . 

引 理 3.1.6 ”如 果 直 线 与 二 次 曲线 交 于 三 个 点 ,那么 二 次 曲 
线 退 化 ,这 时 直线 上 所 有 点 在 二 次 曲线 上 . 

证 假设 直线 $ 与 二 次 曲线 :x "Az =0 交 于 A,B,C, 取 射 
影 坐 标 系 使 它们 的 坐标 分 别 是 A(1,0,0),B(0,1,0),C(1,1,0). 
分 别 代入 卫 的 方程 得 

au=ao=az=0. 


i 二 


因此 了 的 方程 是 2ais zi zi +2a23 za 十 axz3=0, 直 线 Exzs=0 
上 的 点 都 在 厂 上 .由 于 |A|=0,T 是 退化 的 . 

由 引 理 3.1.6 知道 ,如 果 二 次 曲线 非 退 化 , 它 与 任意 直线 最 多 
交 于 两 点 .以 下 假设 P:zr7A4Az=0 是 非 退 化 且 有 实 轨迹 的 二 次 曲 
线 ,任意 直线 与 卫 的 交点 个 数 可 能 是 0,1 或 2. 

设 P(p),Q(g) 是 直线 & 上 两 点 ,那么 直线 & 上 任 一 点 可 以 
表示 成 Mb + jxq ,4 ,py 不 全 为 0. 代 人 醋 的 方程 得 到 4 ,yp 的 二 次 齐 
次 方程 : 

A p" Ap+2Xpp" Aq+ 1° gq" Ag=0. 
这 一 方程 决定 直线 与 二 次 曲线 卫 的 交点 .由 引 理 3.1.6 可 知 ， 
它 的 系数 p Ap ,p"Agq,g"Ag 不 能 全 为 0. 方程 的 判别 式 是 
A=(p'Ag)’ -pp'Ap:q" Ag. 

定义 3.1.4 ”如果 直线 & 与 二 次 曲线 卫 交 于 一 个 二 重点 C 
(这 时 A=0), 那 么 E 叫 做 二 次 曲线 了 的 切线 ,C 是 切 点 ;如 果 & 与 
卫 交 于 两 点 , 则 叫 太 的 割 线 . 

性 质 3.1.7 如 果 点 P(p) 在 二 次 曲线 上 ,那么 过 P 的 切线 
是 

p'Ar=0. 

证 设 Q(z) 是 过 P 的 直线 上 任 一 点 ,由 于 PET,PQ 是 切 
线 的 条 件 是 A= (pAzr)*=0, 即 p ”Ax =0. 由 于 Q 可 以 是 切线 
上 任 一 点 ,过 已 的 切线 是 

p'Ar=0. 

如 果 点 不 在 厂 上 ,那么 点 Q(x) 在 过 P 的 切线 上 的 条 件 仍 

然 是 A=0, 即 

(pT'Ar)’-p'Ap:zr' Ar=0. 
如 果 它 可 以 因 式 分 解 为 两 个 一 次 因 式 ,就 得 到 过 P 的 两 条 切线 ; 
如 果 上 式 不 可 因 式 分 解 ,那么 过 己 没 有 ( 实 ) 切 线 .由 此 可 知 , 射 影 
平面 上 的 点 关于 非 退 化 二 次 曲线 卫 分 成 三 类 : 

(1 ) 上 点 ,有 唯一 切线 通过 的 点 ; 
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(ii) 了 内 点 ,无 切线 通过 的 点 ; 
(前 ) 研 外 点 ,有 两 条 切线 通过 的 点 . 
如 图 3-1-3,Q,R 是 上 点 ,P 是 本 外 点 ,T 是 本 内 点 . 
例 4 设 P:zi-4rz+xzs=0 是 
一 条 二 次 曲线 ,分 别 求 过 点 已 (2,1， 2 
0),Q(0,0,1),R(0,1,0) 的 切线 . 
解 将 二 次 曲线 的 方程 写成 


1 0 0fz 
(ziyryzs)|0 -4 0||z | =0, 点 R 
0 0 Us, 图 3-1-3 
1 0 0 
P 在 T 上 ,所 以 过 P 的 切线 是 (2,1,0)|0 -4 | 即 
0 人 


Xz1 一 2x2 =0. 而 点 Q,R 都 不 在 厂 上 ,过 Q 的 切线 由 
Xx- (zi-4ri+zx)=0, hx? -4x:=0 
决定 .因此 过 Q 的 两 条 切线 是 x, -2zs =0 与 zi +2zra =0, 切 点 分 
别 是 (2,1,0) 与 (2,-1,0). 过 尺 的 切线 由 x? + x3=0 决定 ,此 方程 
只 有 实 解 (0,1,0) 即 点 R, 因 此 过 R 无 切线 . 
性 质 3.1.8 ” 非 退 化 二 次 曲线 古 :zx"Ax =0 的 所 有 切线 构成 非 
退化 的 二 级 曲线 
EA 'é=0. 
证 ”如果 点 P(z) 在 厂 上 , 则 z Az=0. 过 P 的 切线 是 Az 
=0, 其 线 坐 标 是 (&,&,&)=z'A, 改 写 为 z "= 人 A ' 并 代 人 
z A =0 得 ， 
EA 6=0， 
此 即 P 上 点 的 切线 满足 的 方程 .按照 前 面 定 义 , 它 是 一 条 非 退 化 的 
二 级 曲线 .反之 ,如 果 & 在 此 二 级 曲线 上 , 则 由 z "= 人 A ' 可 得 本 
上 点 P(z), 且 PP 处 切线 就 是 &. 
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从 这 一 性 质 知道 , 非 退化 的 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 ,这 一 对 应 可 通过 切 点 与 切线 的 对 应 实现 .可 以 证 明 , 非 退化 
二 级 曲线 f A$=0 中 任 一 直线 上 存在 唯一 的 一 点 已 ,使 得 过 P 
只 有 一 条 直线 (就 是 5) 属 于 二 级 曲线 ,这 种 点 P 叫做 & 上 的 切 点 . 
可 以 证 明 P 就 是 二 级 曲线 按照 上 面 方法 决定 的 二 阶 曲线 上 点 ,和 是 
P 处 切线 .按照 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 这 一 对 应 ,二 级 曲线 $7AE = 
0 对 应 的 二 阶 曲线 是 x"A 'xz=0. 

另 一 方面 ,如 果 二 次 曲线 P:zTrAr=0 非 退化 ,但 是 没有 实 轨 
迹 , 例 如 zi+z+ 妇 =0. 假 如 允许 zx=(ziyziyzs) 的 分 量 取 复 数 ， 
这 样 的 点 叫 射影 平面 上 的 虚 点 ,类 似 定义 虚 直 线 .如果 过 愉 上 点 的 
直线 与 芽 交 于 虚 的 二 重点 ,那么 此 直线 也 叫 本 的 切线 ,这 时 切 点 是 
虚 点 ,切线 是 虚 切 线 .类 似 上 面 讨论 不 难 知 道 ,如 果 P(z) 是 上 虚 
点 ,那么 过 PP 的 切线 仍 可 用 下 式 表 示 : 

z'Ar=0. 
例如 (1,i,0),J(1, 一 i,0) 是 :zx?+z+x3=0 上 虚 点 ,过 1,J 的 


切线 分 别 是 
1 0 011z 
| | E 
0 0 1)lz; 


zi+ir=0 与 zi 一 izrz=0. 
二 阶 曲线 x? + zx? + zx: =0 的 所 有 ( 虚 ) 切 线形 成 一 条 二 级 曲线 各 二 
B+ =0. 
要 注意 的 是 ,有 实 轨迹 的 二 次 曲线 上 也 有 虚 点 ,这 种 点 处 的 切 
线 也 是 虚 直 线 . 如 例 3 中 点 R(0,1,0) 关 于 二 次 曲线 zi 一 4z3 + zx3 
=0 的 切线 由 zx? + xz? =0 决定 ,所 以 过 R 有 两 条 虚 切线 zi + izs = 
0,zxi 一 ir3 =0, 此 两 切线 上 的 切 点 分 别 是 (1,0,i) 与 (1,0, 一 站. 
在 计算 由 二 阶 曲线 x Azr =0 决定 的 二 级 曲线 A '&§=0 时 ， 
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1 0 0 
=0 与 (1,-i,0)|0 1 0 
0 0 1 


Z1 


(1,i,0) =0， 


2 


Ts 


即 


矩阵 A “可 用 A 的 伴随 矩阵 代替 ,由 于 A 是 对 称 矩 阵 ,A 的 伴随 矩 
阵 也 是 对 称 的 , 它 就 是 A 的 代数 余子 式 所 成 矩阵 ( A; ). 


3.1.3 二 次 曲线 的 射影 定义 


在 性 质 3.1.3, 我 们 证 明了 线束 之 间 的 射影 映射 的 对 应 直线 的 
交点 构成 一 条 二 次 曲线 ,下 面 证 明 所 有 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲线 
都 可 以 这 样 生成 . 

引 理 3.1.9 适当 选取 坐标 系 , 非 退 化 有 实 轨 迹 的 二 次 曲线 的 
方程 可 以 表示 成 

zi -rizxs=0. 

证 设 卫 是 一 条 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲线 , 任 取 愉 上 两 点 
A,B, 点 C 是 A,B 处 切线 的 交点 .以 ACB 为 坐标 三 点 形 , 设 丁 的 
方程 是 

Dasrix; =0, aj = a;,|(as) 1A0. 
由 坐标 系 的 选取 ,A(1,0,0) 处 切线 是 AC: z=0; 另 一 方面 ,从 本 的 
方程 可 得 A 处 切线 是 (1,0,0)Az =0, 即 ayx, + anr+awz3=0， 
因此 
al =an=an =0,aysA0. 
同 理 过 B(0,0,1) 的 切线 as zy + aa za + aazs=0 应 与 BC:xi=0 
重合 ,所 以 
as=an=aa=0. 
因此 荆 的 方程 是 
anr! +2asrxizs=0. 
如 果 坐 标 系 的 单位 点 也 取 在 了 上 , 则 az + 2as =0. 因 此 了 的 方程 
可 以 表示 成 
xi -riz3=0. 
利用 这 一 简化 形式 ,我 们 着 手 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 3.1.10(Steiner) 设 A,B 是 非 退 化 二 次 曲线 全 上 两 点 ， 
“le 


图 3-1-4 图:31=5 


C 是 A,B 处 切线 的 交点 ,P 是 上 异 于 A,B 的 动 点 ,那么 由 AP 
阅 BP,AC 一 AB,AB 一 BC 决定 的 线束 A,B 之 间 的 对 应 是 非 透 视 
的 射影 映射 . 

证 由 引 理 3.1.9 取 ACB 为 坐标 三 点 形 ,单位 点 也 在 厂 上 , 则 
有 :zl -rix;=0. 设 直线 &:Ax, + prs =0 是 线束 A 中 任 一 直线 ， 
不 妨 设 Mk 天 0. 计 算 可 得 上 与 卫 的 另 一 交点 P(jye ,hu,A). 要 证 
明 , 由 AP 对 应 于 BP 决定 的 线束 A,B 之 间 的 对 应 是 非 透视 的 射影 
映射 .直线 AP 的 对 应 直线 BP 的 线 坐 标 是 (一 Ap, 一 py ,0), 即 (4， 
6w0). 不 难 验证 ,由 直线 AP :Xxr, + jzs =0 对 应 直线 BP:2z, + Hza 
=0 定义 的 线束 A 与 B 之 间 对 应 是 一 一 的 , 且 是 保 交 比 的 ,这 是 一 
个 射影 映射 .这 一 映射 将 A 处 切线 AC:x;=0 变 成 AB:z,=0(4= 
0 时 ), 而 把 AB:x,=0 变 成 B 处 切线 BC: z=0(y=0 时 ), 其 中 
AB 是 线束 A 与 B 的 中 心 连 线 ,这 也 说 明 A(AP,…) 六 B(BP,…) 
不 是 透视 . 

此 定理 与 性 质 3.1.3 都 称 为 Steiner 定理 .它们 说 明了 非 退 化 有 
实 轨 迹 的 二 次 曲线 都 可 以 表示 成 线束 之 间 的 非 透 视 的 射影 映射 的 
对 应 直线 交点 的 轨迹 .而 线束 之 间 的 非 透 视 的 射影 映射 都 能 表示 成 
两 个 透视 的 合成 ,都 可 用 点 和 直线 的 结合 关系 来 叙述 .因此 二 次 曲 
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线 也 可 以 用 点 与 直线 的 结合 关系 生成 ,二 次 曲线 的 关于 点 与 直线 的 
结合 关系 的 性 质 在 直射 变换 下 不 变 , 二 次 曲线 应 该 是 射影 几何 研究 
的 内 容 .这 一 方面 进一步 的 讨论 见 下 一 节 . 

例 5 设 A,B,C 是 不 共 线 的 三 点 ,&,7 分别 是 过 A,B 而 不 过 
C 的 直线 ,那么 由 一 AB,AB 一 7,AC 一 BC 决定 线束 A 与 B 之 间 
的 射影 映射 .由 于 8(AB) 天 AB ,yp 不 是 透视 .按照 Steiner 定理 ,gp 
决定 一 条 过 三 点 A,B,C 的 二 次 曲线 ,并 且 &, ”分别 是 A,B 处 的 
切线 . 

这 里 说 明 一 下 关于 二 次 曲线 命题 的 对 偶 原理 ,进一步 的 讨论 见 
下 一 节 . 我 们 知道 ,射影 平面 上 的 对 偶 是 以 点 与 直线 作为 基本 的 对 
偶 元 素 ,点 与 直线 的 结合 关系 作 相 应 改变 得 到 的 .利用 Steiner 定理 ， 
二 次 曲线 可 以 用 线束 之 间 非 透视 的 射影 映射 的 对 应 直线 的 交点 轨 
迹 来 定义 .线束 的 对 偶 是 点 列 , “线束 之 间 非 透视 的 射影 映射 的 对 应 
直线 的 交点 轨迹 "的 对 偶 是 “点 列 之 间 非 透视 的 射影 映射 的 对 应 点 
的 连 线 轨 迹 ”. 把 对 偶 原理 扩充 到 二 次 曲线 ,二 阶 曲 线 的 对 偶 图 形 是 
二 级 曲线 .在 这 一 对 应 中 ,二 阶 曲线 上 的 点 与 切线 分 别 对 应 于 二 级 
曲线 中 直线 与 其 上 的 切 点 .这 样 可 以 叙述 定理 3.1.10 的 对 偶 
定理 ， 

定理 3.1.11 设 上 ,7 是 非 退化 二 级 曲线 中 两 条 直线 , 则 由 二 级 
曲线 中 其 他 直线 与 ,7 的 交点 作为 对 应 点 定义 了 直线 与 7 之 间 
的 非 透视 的 射影 映射 .如 果 与 7 上 的 切 点 分 别 是 A,B ,那么 这 一 
射影 映射 把 A 变 成 C, C 变 成 B, 这 里 C 是 § 与 的 交点 . 

利用 前 面 给 出 的 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 关系 ,定理 3.1.11 也 
可 写成 下 面 便于 运用 的 形式 : 

设 8,7 是 二 次 曲线 的 两 条 定 切 线 , 那 么 由 二 次 曲线 的 任 一 切线 
与 ,7 的 交点 作为 对 应 点 定义 了 直线 & 与 5 之 间 的 一 个 射影 映射 、 
如 果 A,B 是 8,7 上 切 点 ,C=€X7. 则 此 射影 映射 把 A 变 成 C,C 
变 成 B( 见 图 3 一 1 一 6). 

例 6 设 三 点 形 ABC 与 A'B'C’ 内 接 于 二 次 曲线 古 , 则 此 两 三 

-127 ， 


图 3-1-6 


点 形 也 外 切 于 某 一 条 二 次 曲线 . 
证 如 图 3-1-7, 记 P=ABxB'C,Q=ACxB’C',R= 
A'C' x BC,S= A'B' xXx BC. 由 Steiner 定理, 存在 射影 映射 


图 3-1-7 


A(AC’,AB,AC,AB’,…) A‘(A'C’',A'B,A'C,A'B’,…), 
分 别 考 虑 两 边 与 B'C', BC 的 交点 ,得 
9p:B'C (CC ,P,Q,B 和 …) 六 BC(R,B,C,S,…)， 
此 射影 映射 对 应 点 连 线 至 少 交 于 A, A’ 两 点 ,所 以 它 不 是 透视 .由 二 
级 曲线 的 Steiner 定理 , p 的 对 应 点 连 线 以 及 B'C', BC 属于 某 二 级 
曲线 , 即 三 点 形 ABC 与 AB'C’ 的 六 条 边 外 切 于 某 二 次 曲线 . 
此 题 也 可 以 利用 $3.3 的 Pascal 定理 与 Brianchon 定理 证 明 . 
设 (z,y) 是 欧 氏 平面 上 直角 坐标 ,方程 
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auT +t2anzyt any +2aaz+2asy+as=0 
表示 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 , 齐 次 坐标 下 它 成 为 
QT +2anv rz + anz?i +2ays rir3 +2an rx3 + anx! =0, 

其 中 z= 型 ,y= 翌 . 反 过 来 拓 广 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 也 决定 欧 
氏 平 面 上 的 二 次 曲线 .我 们 通过 下 面 几 例 说 明 射 影 二 次 曲线 的 理论 
在 网 氏 几 何 中 的 运用 ,进一步 讨论 见 第 四 章 . 

例 7 设 互 是 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 的 弦 AB 的 中 点 ,如 图 
3-1-8, 过 瓦 的 弦 CD,EF 的 端点 连 线 CF 与 ED 分 别 交 AB 于 
I,G, 求 证 AI = GB. 


C 


图 3=1=8 


证 由 Steiner 定理 ,可 得 
C(CA, CF,CD,CB,…)A E(EA, EF, ED,EB,…), 
考虑 两 边 与 直线 AB 的 交点 得 
AB(A,I,H,B,…)A AB(A,H,G,B,…), 
这 AH.IB _AG. es 
所 以 R(AI, HB)= R(AH,GB),MW TH AB FG .所 以 盐 = 
詹 ,和 用 IB= IH+ HB,AG= AH+ HG 可 得 
IJH= HG ,因此 AI= GB. 
如 果 此 例 中 二 次 曲线 是 圆 , 那 么 可 以 利用 同 弧 上 的 圆周 角 相 等 
等 方法 证 明 , 这 就 是 蝴蝶 定理 .对 于 一 般 情况 ,读者 也 可 用 初等 几何 
的 方法 试 一 试 . 
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例 8 设 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 zx? +4y* -2=0， 

(1) 求 过 点 A(a,0) 的 切线 ,并 求 出 切 点 ; 

(2) 求 平行 于 直线 x +2y=0 的 切线 . 

解 下面 利 用 二 级 曲线 概念 来 解 此 例 . 二 次 曲线 x? + 4y* -2 
=0 的 齐 次 坐标 方程 是 zi +4z: -2z3=0, 它 的 所 有 切线 构成 二 级 
曲线 : 

新 + 译名 一 序 名 =0, 即 4 名 + 总-2 公 =0. 

(1) 过 点 A(a,0,1) 的 切线 &(&, ,8&,,&;) 满 足 

as + €,=0, 
Ls + 总 -2 和 =0. 

解 得 切线 6(1,V2o -4, 一 a),7(1, -V2a 一 4, 一 a), 即 
6:z+V2az-4y-a=0， T:z-V2a -4y-a=0， lal>V2， 
,7 与 二 次 曲线 的 交点 就 是 #,7 上 切 点 ,它们 的 欧 氏 坐标 分 别 是 
(位 到 V3 4 人 (二 ， - 击 V225 -4). 如 果 a= +V2, 则 点 A 在 

二 次 曲线 上 , 与 7 重合 ,是 过 A 的 切线 . 

由 $3.2 可 知 ,4,7 是 二 次 曲线 的 自 共 堪 直线 ,它们 上 的 切 点 分 
别 是 它们 的 极点 . 

(2) 平行 于 直线 zi + 2z = 0 的 直线 是 xz, +2zx, + Mrs =0, 以 
(1,2,4) 代 入 4+ 名 -2 名 =0, 得 4= 土 2. 因 此 平行 于 z+2y=0 
的 两 条 切线 是 

zx+2y-2=0 与 x+2y+2=0. 

直线 x+2y+=0 在 -2<1<2 时 与 椭圆 z+4 交 =2 交 于 两 

点 ;在 和 = +2 时 是 椭圆 的 切线 ,< -2 或 和 >2 时 与 椭圆 不 相交 . 


习题 3.1 


1. 利用 奇 点 证 明 下 列 二 次 曲线 退化 ,并 将 它们 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 : 
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(1) 妃 -2 妈 - 刀 -zizs -3rrs=0, 

(2) 2z? — xi — zi xix rizs—2r r=0, 

(3) x1 -2x2 — 3x + zx +2r1 ry +Ir2 zs =0. 

2. 分 别 求 过 点 A(1,0W2),B(4,3,0) 并 且 切 于 二 次 曲线 2x? +4z? -zx? 
=0 的 直线 . 

3. 求 通过 给 定点 (2,0,1),(0,1,1),(0, 一 1,1) 且 切 于 二 直线 zx, -2z =0 
及 z -zx3=0 的 二 次 曲线 . 

4. 求 二 次 曲线 zi -2zazs = 0 的 所 有 切线 构成 的 二 级 曲线 的 方程 ,并 求 
过 点 A(2,2,1) 与 B(1,0,1) 的 切线 . 

5. 试 证 :二 次 曲线 上 的 四 定点 与 一 动 点 所 连接 的 四 直线 的 交 比 是 常数 . 

6. 设 有 一 个 变动 的 三 点 形 , 其 三 边 分 别 通过 不 共 线 的 三 个 定点 ,其 两 顶 
点 分 别 在 两 定 直 线 上 移动 , 试 证 第 三 个 顶点 的 轨迹 是 通过 三 个 定点 中 两 个 的 
二 次 曲线 . 

7. 设 三 点 形 ABC 与 AB'C' 同 时 外 切 于 一 条 二 次 曲线 ,求证 它们 同时 内 
接 于 一 条 二 次 曲线 . 

8. 试 证 由 直线 5(A,w,0) 到 直线 (0,4,p) 决 定 的 线束 A(0,0,1) 到 线束 
B(1,0,0) 的 映射 p 是 射影 映射 ,并 求 p 决定 的 二 阶 曲 线 . 

9. 试 证 由 直线 :x =0 上 点 P(X,p,0) 对 应 直线 名 :xz =0 上 点 P'(0,4， 
4) 决 定 的 映射 y 是 射影 映射 ,并 求 y 决 定 的 二 级 曲线 . 

10. 已 知 A,B,C,D 是 无 三 点 共 线 的 四 点 ,常数 上 天 0,1,co. 试 证 ,使 得 

R(PAPB, PCPD)=k 

的 动 点 P 在 一 条 二 次 曲线 上 , 且 A,B,C,D 也 在 此 二 次 曲线 上 . 


$3.2 配 极 


3.2.1 极点 与 极 线 


在 这 一 节 我 们 始终 假设 二 次 曲线 P:z7Az=0 是 非 退 化 的 . 
定义 3.2.1 如 果 点 P(p),Q(q) 关 于 二 次 曲线 x7Az =0 满足 
p" Ag=0, 
a Kk | 


则 称 P,Q 关于 二 次 曲线 共 拖 . 
由 定义 ,如 果 点 了 与 Q 共 罗 , 则 Q 与 P 也 共 示 , 共 轿 关 系 是 相 
互 的 .下 面 的 引 理 给 出 了 共 思 的 几何 意义 . 


MI 4 


图 3-2-1 


引 理 3.2.1 如 果 M, ,M, 是 过 点 已 与 Q 的 直线 和 二 次 曲线 
的 交点 ,那么 两 点 P, Q 共 示 的 充 要 条 件 是 RM M: ,PQ)= -1. 
证 直线 PQ 上 其 他 点 可 以 用 p+ 4g 表示 ,天 0. 代 人 二 次 曲 
线 的 方程 z"Ar =0 得 
bbTAph+2MpTAq+)297Aq=0. 
如 果 4, ,Xs 是 它 的 解 , 则 M, , M, 可 表示 成 p+ X19,p+429. 交 比 


RUMIM:,PQ)= R(PQ,MIM)= 守 = -1 
的 充 要 条 件 是 Ni + ) =0, 即 pAg =0. 
如 果 方程 p"Ap +22p7Aq + A?g7Ag =0 没有 实数 解 ,那么 直线 
PQ 与 二 次 曲线 没有 实 交点 .假设 ,Xs 是 此 方程 的 复数 根 , 则 Ai ， 
% 是 一 对 共 辆 复数 , 且 易 知 | 人 =1. 这 种 情况 下 ,直线 PQ 与 二 次 
曲线 交 于 一 对 虚 点 M,，M ,它们 的 坐标 是 p+ X19,p+ X29. 用 代 
数 的 方法 把 交 比 推广 到 允许 有 虚 点 的 情形 ,四 点 Mi ,M:,P,Q 的 


交 比 是 RCM,M; ,PQ) = 外 .在 这 种 情况 下 尖 = -1 的 条 件 仍然 是 


p'Ag =0,P,Q 关于 二 次 曲线 也 共 乞 . 自然 这 一 讨论 对 于 没有 实 轨 
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迹 的 二 次 曲线 也 是 成 立 的 .按照 共 配 的 定义 自然 有 

性 质 3.2.2 点 PP 关于 二 次 曲线 的 所 有 共 堪 点 构成 一 条 直线 ， 

方程 是 
p” Ar=0. 

定义 3.2.2 直线 p "Ax =0 岂 点 卫 的 极 线 ,而 PP 叫 此 直线 的 
极点 . 

如 果 点 P 在 二 次 曲线 了 上 ,那么 已 满 足 p "Ap =0, 因 此 PP 与 
自身 共 配 ,这样 的 点 叫 自 共 雹 点 .所 以 二 次 曲线 上 的 点 都 是 自 共 斩 
点 ,它们 的 极 线 就 是 该 点 处 的 切线 .由 定义 ,切线 上 任 一 点 都 与 切 点 
共 恩 ,所 以 如 果 知 道 了 二 次 曲线 上 的 点 的 一 个 共 二 点 ,那么 它们 的 
连 线 就 是 二 次 曲线 的 切线 . 

要 注意 的 是 ,按照 定义 ,如 果 二 次 曲线 没有 实 轨 迹 , 仍 然 有 共 
示 ,极点 , 极 线 等 概念 . 

例 1 二 次 曲线 :zx? + zx? + zx?=0 是非 退化 的 , 它 没有 实 轨 
迹 . 易 知 点 A(1,0,0),B(0,1,0) 关 于 芽 共 e. 直 线 AB 与 卫 交 于 两 
虚 点 1(1,i,0),J(1, 一 i,0), 了 I,J 可 表示 成 a+ 让 ,a 一座 ,所 以 


二 


R(AB,U)=—:= -1 
A,B,1,J 是 直线 AB 上 的 调和 点 列 .点 A,B 的 极 线 分 别 是 
ZX1=0,7x,=0, 


它们 的 交点 是 C(0,0,1), 它 与 1,J 都 共 e. 另 一 方面 ,1,J 处 的 极 线 
分 别 是 

zl+izz=0 与 zi 一 irz=0， 
它们 与 卫 交 于 ( 虚 的 ) 二 重点 ,是 二 
次 曲线 的 虚 切 线 ,它们 的 交点 就 是 
C(0,0,1). 

例 1 中 二 次 曲线 没有 实 轨迹 ， 
T,J 是 和 卫 上 的 虚 点 ,图 3-2-2 是 一 
个 示意 图 . 


这 样 ,给 定 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 P:z74zr =0 就 有 一 个 点 到 

直线 的 映射 

$:06= Ax. 
点 忆 的 像 $(P) 是 它 的 极 线 ,其 线 坐 标 为 Ap . 它 的 逆 映 射 $8 ' :or 
=A 6 把 直线 变 成 它 的 极点 . 称 映射 $ 是 二 次 曲线 人 决定 的 一 个 
配 极 变换 . 

二 次 曲线 x"Ax =0 决定 的 线 二 次 曲线 是 后 4 6=0. 类 似 二 
次 曲线 的 讨论 可 以 对 二 级 曲线 进行 .但 为 了 节省 篇 幅 , 我 们 给 出 下 
面 的 定义 ， 

定义 3.2.3 如果 直线 $ 与 ”满足 人 A 7=0, 则 称 $,7 关于 
二 次 曲线 卫 共 恩 . 

性 质 3.2.3 ”直线 与 wy 共 轮 的 充 要 条 件 是 & 的 极点 在 7 上 
(这 时 7 的 极点 也 在 上 ). 

证 设 P 是 & 的 极点 , 则 $= Ap. 如 果 直 线 &$ 与共 思 e, 那 么 
A-1n=0, 故 有 p w=0, 即 点 在 直线 7 上 . 另 一 方面 ,如 果 
的 极点 己 在 7 上 , 则 p”…7=0, 这 时 

EA 'y=p "7=0, 
故 有 & 与 〗 共 罗 . 所 以 & 与共 思 的 充 要 条 件 是 § 的 极点 在 7 上 ， 
或 者 7 的 极点 在 《上 . 

如 果 直 线 & 与 自身 共 绒 , 则 SA 6=0, 叫 自 共 罗 直 线 .由 性 
质 3.2.3,& 是 自 共 绒 直线 的 条 件 是 ,4 的 极点 已 在 6 上 .因此 书 的 
极 线 是 s,P 是 自 共 轿 点 , 故 PP 在 二 次 曲线 上 , 是 二 次 曲线 的 切线 . 
综合 前 面 讨论 知 道 , 自 共 思 点 的 极 线 就 是 自 共 e 直 线 ; 自 共 轿 直线 
的 极点 是 自 共 二 点, 并且 它 在 该 自 共 罗 直 线 上 .这 证 明了 

性 质 3.2.4” 自 共 e 直 线 上 只 有 一 个 自 共 轿 点 , 自 共 罗 g 直 线 是 
二 次 曲线 的 切线 ,其 上 的 自 共 轿 点 就 是 切线 上 的 切 点 ;过 自 共 孝 点 
也 只 有 一 条 自 共 轿 直线 . 

性 质 3.2.5 ”如 果 点 P 的 极 线 与 二 次 曲线 交 于 两 点 Q,R, 则 
PQ ,PR 是 过 PP 的 两 条 切线 . 
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证 由 假设 P 与 Q 共 斩 , 而 Q 为 自 共 思 点 ,因此 P,Q 是 QQ 
的 两 个 共 思 e 点 , Q 的 极 线 ( 即 切线 ) 是 PQ. 同 
理 , PR 是 R 处 的 切线 (图 3 一 2 一 3). 

此 性 质 给 出 了 求 切线 的 一 种 方法 .也 容易 
证 明 ,如 果 点 已 的 极 线 与 二 次 曲线 不 相交 , 那 2 R 
么 过 尸 没有 切线 . 

例 2 已 知 二 次 曲线 :zx? - zz +z 
- 妈 =0，(1) 求 点 P(0,2,1) 的 极 线 与 过 己 的 
切线 ; (2) 求 直线 5(1,0,0) 的 极点 S ,并 求 过 


国 3=2-3 
S 的 切线 . 
解 (1) 二 次 曲线 的 矩阵 是 
-1 0 Xl 
4A=|-1 2 0 |, 点 P 的 极 线 是 (0,2,1)A|zx2|=0, 即 xz, 一 
Qt07 22 Zs 


2z; + zi =0. 它 与 卫 的 交点 满足 : 
xz! -xixzit+ri -x=0, 
人 一 2zz +x3=0. 
不 难 解 得 交点 是 Q(1,0, -1),R(1,1,1). 由 性 质 3.2.5, 过 P 的 切 
线 是 
PQ:27x, -za+2zs=0，PR:zi+za 一 2zs=0. 

(2) 直线 与 工 的 交点 为 B(0,1,1),C(0,1, -1),B,C 处 的 

切线 分 别 是 
zl -2zx2+273=0, x1 -27 一 2zs=0. 

直线 & 的 极点 是 它们 的 交点 S(2,1,0) ,此 两 直线 就 是 过 S 的 切线 . 

直线 & 的 极点 也 可 从 下 式 解 得 : 


2 = 几 TL 
a 0 ||z 
3 


“了 


3.2.2 配 极 


下 面 的 性 质 叫 配 极 原 理 . 

性 质 3.2.6 如 果 点 P 的 极 线 过 Q ,那么 Q 的 极 线 也 过 P. 

证 如果 点 P 的 极 线 过 Q, 则 了 与 Q 共 斩 , 即 p'Ag=0, 因 此 
Q 的 极 线 也 过 P 

性 质 3.2.7 共 线 点 的 极 线 必 共 点 ; 共 点 线 的 极点 必 共 线 . 

证 如 果 A,B,C,… 是 直线 上 点 ,直线 & 的 极点 是 ,那么 
己 与 A,B,C,… 都 共 生 . 由 配 极 原理 ,A,B,C,… 的 极 线 过 已 ,这 证 
明了 共 线 点 的 极 线 共 点 .后 一 结论 同样 可 证 . 

性 质 3.2.8 假如 不 是 二 次 曲线 的 切线 ,5 上 点 P 的 极 线 与 
5 的 交点 是 P', 即 P 是 已 在 5 上 的 共 碟 点 ,那么 P-~~ 忆 定义 了 直线 
5 上 一 个 对 合 . 

证 设 C 是 直线 & 的 极点 ,由 于 4 不 是 自 共 纯 直线 ,点 C 不 在 
上 .二 次 曲线 古 :x"Ax =0 决定 的 配 极 变 换 $: pf = Az 限制 于 直 
线 5 上 得 到 点 列 & 与 线束 C 之 间 的 一 个 一 一 映射 , 易 知 此 映射 也 
是 保 交 比 的 ,因此 % 将 5 上 点 映 成 它 的 极 线 的 映射 是 点 列 《 与 线束 
C 之 间 的 射影 映射 .如 果 《“ 上 点 已 的 极 线 与 的 交点 是 P , 则 此 映 
射 可 以 表示 为 《( 卫 ,…) 关 C(CP”,…). 将 此 映射 与 线束 C 与 点 列 5 
之 间 的 透视 合成 得 射影 映射 : 

¢(P,…) ¢(P’,…). 
由 于 PP 与 P' 是 一 对 共 轿 点 对 ,所 以 
也 的 像 是 P. 由 配 极 诱导 的 直线 5 上 


映射 是 对 合 . I] Ns 
此 对 合 的 不 动 点 就 是 5 上 的 自 - 瑟 

共 杷 点 , 即 为 《与 的 交点 .因此 《 

上 的 对 合 是 双 曲 型 或 者 是 椭圆 型 取决 


于 “与 卫 是 否 相交 .图 3-2-4 中 对 
合 是 双 曲 型 的 .类 似 地 ,如 果 S 不 是 图 3-2-4 
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二 次 曲线 上 点 ,由 线束 S 中 共 示 直线 对 也 决定 一 个 对 合 .例如 ,性 质 
3.2.8 中 CP ,CP“ 是 线束 C 中 一 对 共 斩 直 线 , 因 此 CP 一 CP’ 决定 线 
束 C 的 对 合 . 

定义 3.2.4 如果 三 点 形 的 顶点 关于 二 次 曲线 两 两 共 绒 , 则 称 
它 是 二 次 曲线 的 自 极 三 点 形 . 

这 时 三 点 形 的 顶点 的 极 线 就 是 它 的 对 边 , 它 的 三 条 边 也 两 两 共 
思 . 

性 质 3.2.9 二 次 曲线 的 内 接 四 点 形 的 对 角 三 点 形 是 自 极 三 点 

证 如 图 3-2-5,ABCD 是 内 接 于 非 退 化 二 次 曲线 了 的 四 点 
形 , 它 是 完全 四 点 形 . 设 PQR 是 它 的 对 角 
三 点 形 ,S= DC x PQ,T= AB x PQ. 由 第 
四 调和 点 作法 知道 ， 

R(DC, SR)= -1,R(AB,TR)= -1. 
所 以 S 与 民 共 斩 , 工 与 尺 也 共 印 ,R 的 极 
线 是 ST= PQ, 同 理 可 证 P 的 极 线 是 QR， 
因此 PQR 是 自 极 三 点 形 . 

如 果 PQ 交 二 次 曲线 于 E, 下， 由 性 质 “ 
3.2.5,RE,RF 都 是 二 次 曲线 的 切线 .这 给 
出 了 作 过 二 次 曲线 外 点 的 切线 的 方法 .性 质 
3.2.9 也 给 出 了 作 不 在 二 次 曲线 上 点 的 极 线 的 作法 . 

对 于 任 一 非 退化 二 次 曲线 了 ,总 存在 自 极 三 点 形 . 除 了 从 二 次 
曲线 的 内 接 四 点 形 得 到 ,也 可 采用 下 面 方法 得 到 自 极 三 点 形 .对 于 
任意 不 在 下 上 的 点 P, 设 是 它 的 极 线 , 在 5 上任 取 一 点 Q,Q 皇 
了 . 设 Q 的 极 线 为 7, 则 7 了 过 尸 而 不 过 Q. 设 尺 是 上 与 了 的 交点 , 则 
P,Q,R 两 两 共 配 构成 二 次 曲线 了 的 自 极 三 点 形 . 

性 质 3.2.10 如果 以 自 极 三 点 形 作为 坐标 三 点 形 , 那 么 二 次 曲 
线 的 方程 成 为 


丘 :3 一 2 二 5 


2 2 a 
auTzi tanzit+awsz=0. 
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证 设 P(1,0,0),Q(0,1,0),R(0,0,1) 构 成 二 次 曲线 厂 的 自 
极 三 点 形 . 由 于 点 了 的 极 线 是 QR(1,0,0), 而 从 丁 的 方程 Daszriz 
=0 得 PP 的 极 线 是 

Qurit+anz +ansxs=0. 
所 以 au 天 0,au = as =0. 同 理 从 Q 的 极 线 是 PR 可 得 ay, 隆 0,ays 
=0. 因 此 了 的 方程 是 

anzt+aoz+aszs=0. 
由 于 卫 非 退化 ,au az as 天 0. 

性 质 3.2.10 也 给 出 了 化 简 二 次 曲线 方程 的 方法 . 

例 3 利用 自 极 三 点 形 化 简 二 次 曲线 :zi + xz? + x + 2z273 
+2zix3 -6ziza=0, 并 写 出 所 用 的 坐标 变换 式 . 

解 二 次 曲线 卫 决 定 的 配 极 变 换 是 %: pos = Azr, 其 中 
1 闻 和 和 示 
= 
1 , 
0), 已 全 卫 , 它 的 极 线 是 5=%( 忆 )(1, 一 3， 
1), 再 取 上 上 不 在 了 上 点 Q(3,1,0),Q 
的 极 线 n= $(Q) 是 (0, -2,1), 点 R= 
xy 的 坐标 是 (1,1,2), 由 作法 P,Q,R 图 3-2-6 
构成 卫 的 自 极 三 点 形 (图 3-2-6)， 

设 or = By 是 以 PQR 为 新 坐标 系 基点 的 坐标 变换 公式 ,y 是 点 
在 新 坐标 系 下 坐标 ,将 P,Q,R 的 新 旧 坐 标 代入 得 


p=bu, [3p2=bu, {p=bs, 
0= po， Pp2 = bz， p03 = b23, 
0=pa， 0= 63,， 2p3 = b3， 


因此 bu = bs = ba =0, 取 p= p= p=1, 得 B= 


A= 非 退 化 , 取 点 P(1,0， 


王 


or 
[— 二 mw 
N 王 一 


“38 * 


pr= By 代入 zrIAr=0 得 y (B"AB)y=0. 计 算得 


1 0 0 
BAB= -8 0|. 
0 0 8 


以 自 极 三 点 形 PQR 为 基点 (这 时 单位 点 是 下 (5,2,2)) ,了 的 方 
程 是 
-8%+8y=0. 


Ar1= yi, 
进一步 作 射影 坐标 变换 1ar; =2V2y ,二 次 曲线 一 的 方程 化 简 为 
pr3=2V2y:， 
z?1+xz2 一 3=0. 
所 用 坐标 变换 是 
2 -6 2 1 0 0 
mm=|0 2 -ilz 与 or=|0 0 2V2|y， 
0 0 1 0 2/7 0 
即 
2 -6 2 
ar =|0 0 2V2 |z. 
0 4V2I -2V2 


如 果 不 要 求知 道 坐标 变换 式 , 例 3 中 二 次 曲线 的 简化 方程 很 容 
易 得 到 .二 次 曲线 xz? + zx +z ;+2zx2x3+2zizx3 一 6z1zx2=0 是非 
退化 和 有 实 轨迹 的 ,按照 性 质 3.2.10, 它 的 简化 方程 可 表示 为 

z4+xz2 一 zz3=0. 

又 例如 二 次 曲线 5x? + zi + Sz3 + 4ziza -4zaz3 一 8zrizi=0 的 矩 
5 2 ‘=4 
2 和 = 这 
Ca. et 


阵 是 正定 矩阵 ,此 二 次 曲线 是 非 退化 和 没有 实 轨 


3 


迹 的 .由 性 质 3.2.10, 它 的 简化 方程 可 表示 为 
光学 十 工人 +xz3=0. 
由 前 面 的 讨论 ,有 下 面 比较 有 用 的 性 质 , 这 性 质 在 讨论 仿 射 与 
欧 氏 二 次 曲线 时 也 常 要 用 到 . 
性 质 3.2.11 如 图 3-2-7, 设 一 直线 交 二 次 曲线 于 A,B, 点 


与 直线 AB 交 于 下 ,那么 
(i) P,Q 处 的 切线 的 交点 下 在 直线 AB 上 ; 
(iD) R(AB,EF)= -1,R(CE,PQ)= -1; 
(ii) CEF 是 自 极 三 点 形 . 
证 明 留 作 练 习 . 


图 3-2-7 图 入 -2 一 


例 4 如 图 3-2-8, 三 点 形 和 ABC 切 于 二 次 曲线 , 切 点 分 别 是 
DD,E,F, 则 三 直线 AE ,CD,BF 交 于 一 点 . 

证 设 CD,BF 交 于 一 点 O, DF 交 BC 于 G, 则 G 的 极 线 是 
AE. 设 DF 交 AO 于 S,R(DF,SG)= -1,G 与 S 也 共 恩 ,AO 也 
是 G 的 极 线 ,所 以 A,O,E 共 线 . 

从 上 面 的 讨论 也 可 以 得 到 极点 、 极 线 的 作法 .要 注意 的 是 二 次 
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曲线 如 果 有 实 轨迹 ,那么 它 的 自 极 三 点 形 的 顶点 中 有 一 个 在 二 次 曲 
线 的 内 部 ,是 无 切线 点 ;另外 两 个 在 二 次 曲线 的 外 部 ,是 二 切线 点 . 


3.2.3 对 射 


前 面 我 们 说 明了 对 于 每 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 ,存在 一 个 配 极 
变换 , 它 把 射影 平面 上 的 点 变 成 二 次 曲线 的 极 线 ,把 二 次 曲线 上 的 
点 变 成 切线 . 另 一 方面 ,在 第 二 章 讨论 了 射影 平面 上 的 直射 变换 , 它 
把 平面 上 的 点 变 成 点 ,直线 变 成 直线 ,并 且 保持 点 与 直线 的 结合 
系 .射影 几何 就 是 研究 在 所 有 直射 下 不 变 的 性 质 , 叫 射影 性 质 .下 面 
介绍 射影 平面 上 另 一 类 变换 一 一 对 射 , 它 把 点 变 成 直线 ,直线 变 成 
点 ,对 射 可 以 看 作 是 配 极 变换 的 推广 

定义 3.2.5 映射 y 把 射影 平面 上 的 点 变 成 直线 ,射影 坐标 下 


& a Qu a 1 
yp &|=|an am aw||z;|, lai 天 0， 
全 day 4Q3 43 \ 73 


称 y 是 对 射 ,也 叫 点 线 变 换 , 映 射 y 常 简 记 为 9:06 = Axz. 
对 射 y 的 道 变 换 把 射影 平面 上 的 直线 变 成 点 : 
yi:pr = 一 A 6. 
下 面 讨论 对 射 的 性 质 ,着 重 说 明 对 射 与 对 偶 原理 的 关系 ,以 及 如 何 
将 对 偶 原理 运用 于 射影 二 次 曲线 . 

性 质 3.2.12 (i) 对 射 把 共 线 的 点 变 成 线束 中 直线 ,因此 对 射 
诱导 射影 平面 上 把 直线 变 成 点 的 映射 .对 射 也 保持 点 与 直线 的 结合 
关系 ; 

(ii) 对 射 保持 共 线 四 点 的 交 比 . 

证 设 A,B,C,D 是 直线 & 上 四 点 ,假设 c=Xha+426b,d= 
pat jab, 歼 RR(AB,CD) = 完全 .在 对 射 :pe = Ar 下 ,四 点 A， 
B,C,D 的 像 的 线 坐 标 分 别 是 ha ,Ab,Ac,Ad, 且 
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Ac=AAat+A,Ab, Ad= pAat pAb, 

所 以 它们 共 点 , 且 R(y(A)y(B),y(C)y(D))=R(AB,CD). 这 也 
证 明了 对 射 y 把 射影 平面 上 直线 上 点 变 成 线束 中 直线 . 设 直 线 上 
点 变 成 线束 P' 中 直线 ,这 样 y 诱导 射影 平面 上 直线 到 点 的 映射 ,也 
记 为 y,y(&)=P' .限制 y 于 直线 & 上 点 得 到 点 列 & 与 线束 已- 的 一 
维 射影 映射 .对 射 y 把 共 线 的 点 变 成 共 点 的 直线 ,同样 可 以 证 明 y 
把 共 点 的 直线 变 成 共 线 的 点 .所 以 对 射 保持 射影 平面 上 点 与 直线 的 
结合 关系 ,如 图 3-2-9 所 示 . 


图 3-2-9 


不 难 证 明 对 射 %:pe' = Arz 诱导 的 直线 到 点 的 映射 是 
yi:ar =(A ID)76. 

如 果 (P) 是 射影 平面 上 关于 点 与 直线 以 及 它们 的 结合 关系 的 命 
题 . 由 于 对 射 把 直线 变 成 点 ,而 把 点 变 成 直线 ,并 且 保 持 结合 关系 ， 
因此 把 对 射 应 用 于 命题 (已 ) 就 得 到 它 的 对 偶 命 题 .如 果 命题 ( 己 ) 成 
立 ,并 且 它 的 证 明 可 以 用 点 与 直线 的 结合 关系 来 叙述 ,把 对 射 应 用 
于 此 证 明 就 得 到 对 偶 命 题 的 证 明 . 

下 面 讨论 一 般 对 射 与 由 二 次 曲线 决定 的 配 极 变换 之 间 的 关系 . 
设 %:pt' = Ar 是 射影 平面 P 上 的 对 射 .对 于 已 上 任 一 点 P， 
%(P) 是 直线 ,按照 前 面 讨论 , 凡 (P) = y(y(P)) 仍 然 是 射影 平面 的 
点 .利用 y:px = (A ')"& 不 难得 到 

好 :ar =(A ') Ar, 
儿 是 射影 平面 上 的 直射 . 
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性 质 3.2.13 对 射 y 诱 导 的 直射 几 是 恒 同 映射 ( 即 光 = 了) 的 
充 要 条 件 是 A 是 非 退 化 的 对 称 矩 阵 . 

证 多 = 工 的 充 要 条 件 是 ar' = (A“')"Ax 是 射影 平面 上 的 恒 
同 , 也 以 工 表示 三 阶 单位 矩阵 .所 以 好 = 工 的 充 要 条 件 是 存在 非 零 
常数 o 使 

(ATA=of, 即 A=po47. 
从 |A1=p’1A"1=p’1A1 知 道 p=1. 因 此 y 是 恒 同 的 充 要 条 件 是 
A 是 非 退化 的 对 称 矩 阵 . 

在 对 射 y: ps’ = Az 的 变换 矩阵 是 对 称 和 矩阵 时 ,对 射影 平面 上 
任 一 点 已 , 它 的 像 s= y%(P), 则 已 = 风 (P)=%(CE), 这 时 对 射 交换 
任意 一 对 对 应 元 素 . 这 样 的 对 射 也 确定 一 条 二 次 曲线 :z7Ar=0, 对 
射 少 刚好 是 这 一 条 二 次 曲线 的 配 极 变换 .上 面 性 质 说 明 如 果 是 P 
的 极 线 ,那么 是 & 的 极点 .这 样 的 对 射 少 叫 做 是 对 合 的 .这 证 明 
了 : 

非 退化 的 二 次 曲线 与 对 合 的 对 射 之 间 存 在 着 一 一 对 应 . 

下 面 讨论 如 何 把 对 偶 原 理 运 用 于 射影 二 次 曲线 . 设 P:z7Br= 
0 是 射影 平面 上 非 退化 的 二 次 曲线 ,在 对 射 y: pf" = Ar 下 ,二 次 曲 
线 上 点 P(z) 成 为 直线 5= %(P) ,其 线 坐标 是 6= Az. 由 于 P(z) 满 
足 zx'TBr=0,y(P)=& 满 足 

(A ')'BA 'é=0. 
显然 这 是 一 条 非 退 化 的 二 级 曲线 的 方程 .这 证 明了 下 面 性 质 的 前 面 
一 部 分 结论 . 

性 质 3.2.14 对 射 把 二 阶 曲 线 变 成 二 级 曲线 ,把 二 级 曲线 变 成 
二 阶 曲线 .并 且 对 射 把 关于 二 阶 曲线 的 任意 一 对 极点 、 极 线 变 成 关 
于 二 级 曲线 的 极 线 ,极点 ,反之 亦 对 . 

证 采用 上 面 记号 , 设 Po (zo) 与 ,是 二 次 曲线 本 的 一 对 极 
点 \ 极 线 ,6 = Bzo. 它 们 在 对 射 y 下 的 像 分 别 是 y(Po), 坐 标 Ar 
和 点 上 名 ) ,坐标 (A 76 = (A ')"Bzxo. 二 次 曲线 丁 在 对 射 下 的 
像 %(P) 是 二 级 曲线 f(A ')"BA“' $=0. 直 线 y(P。) 关 于 此 二 级 

,143 ， 


曲线 的 极点 的 坐标 是 (A ')"BA ' Azr。= (A ')'Bz,, 它 就 是 点 
4%(5) .因此 y(P,) 与 y( 包 ) 关 于 二 级 曲线 y( 芽 ) 互 为 极 线 ,极点 . 特 
别 ,如 果 Pu 是 卫 上 点 ,那么 %(P,) 也 是 二 级 曲线 y( 古 ) 中 直线 ,也 
可 以 看 成 是 %(P) 决 定 的 二 阶 曲线 上 的 切线 . 

从 此 性 质 知道 ,一 个 关于 射影 二 次 曲线 的 极点 、 极 线 及 其 结合 
关系 的 命题 经 过 对 射 可 得 到 另 一 个 命题 ,这 个 命题 就 是 原 命题 的 对 
偶 命 题 .这 样 , 对 偶 原 理 同样 可 应 用 于 射影 二 次 曲线 . 

由 于 二 级 曲线 总 是 某 个 二 阶 曲线 的 切线 的 集合 .在 具体 写 出 有 
关 二 次 曲线 的 对 偶 命 题 时 ,可 以 把 二 次 曲线 的 切 点 、 切 线 对 偶 成 另 
一 条 二 次 曲线 切线 . 切 点 ;而 把 极点 . 极 线 分 别 对 偶 成 极 线 .极点 . 

例如 , 设 A, B,C,D 是 二 次 曲线 上 相 异 四 点 ,点 M= AC x 
BD,N= ADx BC,S 是 A,B 处 切线 的 交点 ,TT 是 D,C 处 切线 的 
交点 ,那么 M,N,S,T 共 线 . 

它 的 对 偶 命题 可 以 按照 上 面 的 方法 写成 : 

设 6,7,5,9 是 二 次 曲线 上 相 异 的 四 条 切线 ,由 此 可 得 直线 a = 
(6xg)x(7xb),B=(exb)x(7xg),7y 是 和 ,7 上 切 点 的 连 线 ,r 
是 “,9 上 切 点 的 连 线 ,那么 四 直线 ,8B,y,r 共 点 . 

图 3-2-10(a) 与 3-2-10(b) 是 实现 上 面 对 偶 命题 的 一 对 对 
偶 图 形 ,在 $3.3 将 证 明 图 3-- 2- 10(a) 表 示 的 命题 是 正确 的 ,从 而 
它 的 对 偶 命题 也 成 立 . 图 3-2-10(a) 中 直线 ST 的 对 偶 是 图 


3-2-10(b) 中 点 a x B, 直 线 ST 与 二 次 曲线 交 于 两 点 ,而 过 axB 
二 次 曲线 有 两 条 切线 . 

图 3-2-11(a) 与 图 3-2-11(b) 也 是 实现 上 述 对 偶 命 题 的 一 
对 对 偶 图 形 , 它 们 和 图 3 一 2 一 10(a) 与 图 3 一 2 一 10(b) 的 区 别 在 于 
A,B,C,D 以 及 &,n,8,9 在 二 次 曲线 上 的 顺序 不 同 . 


习题 3.2 


1. 设 二 次 曲线 :2x? + x? 一 2zizis+2zzzs=0， 

(1) 求 点 A(1,1,0) 的 极 线 及 7(1,1,0) 的 极点 ; 

(2) 求 点 B(1, -1,0),C(0,1, -1) 在 直线 &(1,0,0) 上 的 共 思 e 点 ,并 求 直 
线 < 上 的 自 共 生 点 ， 

(3) 求 了 决定 的 二 级 曲线 的 方程 . 

2. 设 二 次 曲线 的 一 个 自 极 三 点 形 是 坐标 三 点 形 , 且 点 A(1,2,3) 的 极 线 是 
7(3,2,1) , 试 求 这 条 二 次 曲线 的 方程 . 

3. 利用 自 极 三 点 形 化 简 二 次 曲线 : 

(1) zizz + zzzs+zzs=0; 

(2) 2z+3 好 一 3z 一 4zlza 一 4zzzs+2ziz3=03 

(3) 2zi +3 妇 一 2zzzs+3z3=0. 

4. 设 两 条 二 次 曲线 下 和 亚 交 于 四 点 , 则 可 取 射 影 坐 标 ,使 卫 与 三 的 方程 
分 别 为 

FT:aizi+az+adz=0，arazas 天 0， 
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Ti:bix? + bz + bx? =0, bb2bs¥0. 
5. 设 P,Q 是 二 次 曲线 上 的 动 点 ,P,Q 处 切线 的 交点 在 一 条 定 直线 上 , 试 
证 直线 PQ 过 一 个 定点 . 
6. 如 图 ,过 二 次 曲线 外 一 点 已 的 三 直线 分 别 交 二 次 曲线 于 X,X ,Y,Y”， 
Z,Z', 设 4A=XY xXY,B= YZ x YZ,C,D 是 直线 AB 与 二 次 曲线 的 交点 ， 
试 证 PC,PD 是 切线 . 


习题 6 习题 7 


7. 设 [, ,P。 是 两 条 二 次 曲线 ,如 果 Pi 上 任 一 点 A 处 切线 交 T[, 于 B, ， 
B, , 试 证 B, , B, 处 关于 T, 的 切线 的 交点 Q 在 第 三 条 二 次 曲线 上 . 


$3.3” Pascal 定理 与 Brianchon 定理 


射影 平面 上 相 异 六 点 按照 一 定 的 顺序 构成 六 点 形 , 相 邻 两 点 的 
连 线 叫 六 点 形 的 边 ,六 点 是 六 个 顶点 .六 点 形 的 边 可 分 成 三 组 ,每 一 
组 的 两 边 叫 一 对 对 边 .如 图 3 一 3 一 1, 六 点 形 ABCDEF 的 三 对 对 边 
是 AB 与 DE,BC 与 EF,CD 与 FA. 六 点 形 ADBEFC 的 顶点 与 六 
点 形 ABCDEF 相同 ,但 顺序 不 同 ,把 它们 看 成 不 同 的 六 点 形 ,六 点 
形 ADBEFC 的 三 对 对 边 是 AD 与 EF ,DB 与 FC,BE 与 CA. 

如 果 六 点 形 的 顶点 都 在 二 次 曲线 上 ,那么 称 六 点 形 是 二 次 曲线 
的 内 接 六 点 形 . 如 果 二 次 曲线 非 退化 ,那么 六 个 顶点 中 没有 三 点 共 
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竟 :3=3~ 


线 .关于 非 退 化 二 次 曲线 的 内 接 六 点 形 有 下 面 的 重要 定理 . 
定理 3.3.1(Pascal) 二 次 曲线 的 内 接 六 点 形 的 三 对 对 边 的 交 
点 共 线 . 
证 如 图 3-3-2, 设 AB'CA'BC' 是 二 次 曲线 的 内 接 六 点 形 , 它 
的 三 对 对 边 的 交点 是 
P=AB’xA'B, Q=BCxBC’, R=CA’xC'A, 
要 证 明 P,Q,R 共 线 . 
利用 Steiner 定理 得 到 下 列 射影 映射 
A(AA’,AB’,AC’, AB,…)A C(CA’, CB’,CC’,CB,…). 
设 U=AC xAB,V=A‘Cx BC’ ,利用 线束 A 与 直线 A'B 之 间 透 
视 , 线 束 C 与 直线 BC 之 间 透 视 可 得 : 
AB(A’,P,U,B,…)A BC'(V,Q,C’,B,…), 
由 于 B 是 自 对 应 点 ,这 映射 是 透视 .因此 
AV,PQ,UC’ 交 于 一 点 (透视 中 心 ), 即 
P,Q,R 共 线 . 
值得 注意 的 是 ,此 定理 的 叙述 与 证 
明 都 与 Pappus 定理 相似 ,实际 上 射影 平 
面 上 两 直线 构成 图 形 可 以 看 成 退化 的 二 
次 曲线 .如 果 图 3-3-2 中 三 点 A,B,C 


图 3-3-2 


在 一 直线 上 , 4 , B“ ,C' 在 另 一 直线 上 , 则 P,Q,R 是 三 点 组 
人 . 局 Pappus 线 上 三 点 .Pappus 定理 可 以 看 成 是 Pascal 定 
理 的 特殊 情况 . 

3-3-2 中 ,P,Q,R 所 在 的 直线 叫 Pascal 线 .由 二 次 曲线 上 
取 定 六 点 可 以 组 成 51= 120 个 不 同 的 六 点 形 ,但 其 中 每 一 个 六 点 形 
有 另 一 个 六 点 形 与 它 的 顶点 顺序 刚好 相反 .如 ABCDEF 与 AFED- 
CB ,这样 的 两 个 六 点 形 的 Pascal 线 相同 .所 以 给 定 二 次 曲线 上 六 点 ， 
按照 不 同 的 顺序 组 成 六 点 形 , 最 多 可 能 有 60 条 不 同 的 Pascal 线 . 

Pascal 定理 的 道 定理 是 

定理 3.3.2 如果 无 三 点 共 线 的 六 点 构成 六 点 形 的 对 边 交点 
共 线 , 则 此 六 点 内 接 于 一 条 二 次 曲线 . 

证 如 图 3-3-3, 设 六 点 形 ABCA BC 的 对 边 交 点 P,Q， 
R 共 线 ,采用 定理 3.3.1 证 明 中 记号 , 则 有 

A(AA’,AB’,AC’,AB,…) AB(A’,P,U,B,…) 


KBC'(V,Q,C’,B,…)A C(CA’, CB’, CC’,CB,*), 

所 以 
A(AA’,AB’,AC’, AB,…)A C(CA’,CB’,CC’,CB,…), 

由 于 对 应 直线 交点 A“, B',C',B 不 共 线 , 它 不 是 透视 ,根据 Stein- 
er 定理 ,这 一 射影 映射 的 对 应 直线 交点 及 线束 中 心 在 一 条 二 次 曲 
线 上 ,这 证 明了 A,B,C,A’,B’,C” 
在 二 次 曲线 上 . 

Pascal 定理 也 给 出 了 作 由 给 定 五 
点 决定 的 二 次 曲线 上 其 他 点 的 方法 : 

设 A,B,C,A’,B’ 是 无 三 点 共 
线 的 五 点 ,过 已 = AB x A'B 任 作 一 
直线 a( 参 看 图 3-3-3), 记 R=A'C 
Xa,Q=B'CXxa, 那 么 由 Pascal 定 图 3-3-3 
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理 ,C'= AR x BQ 就 是 由 A ,B,C,A“,B' 决 定 的 二 次 曲线 上 点 . 
变动 过 PP 的 直线 a, 可 以 得 到 二 次 曲线 上 不 同 的 点 . 

六 点 形 的 对 偶 图 形 是 由 按照 一 定 顺 序 的 六 条 直线 构成 的 图 
形 , 叫 六 线形 或 六 边 形 .六 边 形 相 邻 两 直线 的 交点 叫 顶 点 ,六 个 项 
点 分 成 三 对 对 顶点 .例如 六 边 形 &m5#9y, 它 的 三 对 对 顶点 分 别 是 & 
Xx7 与 $x0,nX8 与 9Xxy,5X$ 与 5X&. 二 阶 曲线 的 外 切 六 边 
形 可 以 看 成 是 对 应 的 二 级 曲线 中 六 直线 构成 的 图 形 . 由 于 二 级 曲 
线 与 二 阶 曲 线 互 为 对 偶 图 形 , 从 对 偶 原 理 知 道 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 3.3.3(Brianchon) ”外 切 于 二 次 曲线 的 六 边 形 的 三 对 对 
顶点 的 连 线 交 于 一 点 ,此 点 叫 六 边 形 的 Brianchon 点 . 

与 Pascal 定理 一 样 , 外 切 六 边 形 按照 不 同 的 顺序 最 多 有 60 个 不 
同 的 Brianchon 点 .Brianchon 定理 的 逆 定 理 也 成 立 , 它 可 以 叙述 成 : 

如 果 六 边 形 的 三 对 对 顶点 连 线 交 于 一 点 , 则 此 六 边 形 外 切 于 
某 条 二 次 曲线 . 

Pascal 定理 与 它 的 道 定理 都 叫做 Pascal 定理 ,Brianchon 定理 
与 它 的 逆 定 理 也 都 叫 Brianchon 定理 . 

图 3-3-4(a) 是 二 次 曲线 外 切 六 边 形 &y5$6y 的 情形 , O 是 
它 的 Brianchon 点 .图 3-3-4(b) 是 外 切 六 边 形 &xp50y 的 情形 ,E 


g 


人 ) 
图 3-3-4 


.149 ， 


是 相应 的 Brianchon 点 .利用 Brianchon 定理 也 可 以 从 已 知 二 次 曲 
线 的 五 条 切线 作出 其 他 切线 .如 果 图 3 一 3 一 4(a) 中 &,7,5,$,0 
是 已 知 的 五 条 切线 ,可 作出 直线 (& x 7) xX ($x 909), 取 此 直线 上 不 
同 点 O 得 到 二 次 曲线 的 不 同 切线 . 

Pascal 定理 与 Brianchon 定理 可 以 运用 到 六 点 形 或 六 边 形 的 
顶点 或 边 有 重合 的 情况 ,这 种 六 点 形 或 六 边 形 叫 退 化 六 点 形 或 退 
化 六 边 形 .如 图 3-3-5,A,B 是 二 次 曲线 上 两 点 ,A,B 的 连 线 
是 二 次 曲线 的 割 线 , 如 果 点 B 沿 二 次 曲线 逼近 A .那么 直线 AB 
逼近 A 处 的 切线 .类 似 地 &,» 是 二 次 曲线 的 切线 , 切 点 分 别 是 P， 
Q, 当 点 Q 向 已 逼近 时 , Q 处 的 切线 向 & 通 近 ,而 与 7 的 交点 也 
向 已 逼近 .这 与 二 次 曲线 的 切 点 切线 的 定义 是 一 致 的 :与 二 次 曲 
线 交 于 二 重点 的 直线 是 切线 ,二 重点 是 切 点 ; 线 二 次 曲线 中 每 条 直 
线 上 有 一 点 ,过 此 点 只 有 一 条 直线 (二 重 直线 ) 属 于 此 二 级 曲线 .如 
果 把 退化 六 点 形 看 成 一 般 六 点 形 的 极限 情形 ,那么 Pascal 定理 可 
以 用 到 二 次 曲线 的 退化 内 接 六 点 形 .同样 ,Brianchon 定理 可 以 推 
广 到 二 次 曲线 的 退化 外 切 六 边 形 . 


国 3=333 图 3-3-6 


例如 , 设 A,B,C 是 二 次 曲线 上 三 相 异 点 ,将 A,B,C 分 别 看 

作 二 重点 ,考虑 退化 六 点 形 AABBCC ,由 上 面 说 明 我 们 把 AA， 

BB ,CC 分 别 看 作 A,B,C 处 切线 .如 图 3-3-6, 设 A 处 切线 与 
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BC 交 于 F,AB 与 C 处 切线 交 于 EE,AC 与 B 处 切线 交 于 了 D, 由 
Pascal 定理 ,下 ,下 ,D 共 线 ,如 图 3 一 3 一 7， 
设 直线 ,7,5 外 切 于 二 次 曲线 , 切 点 是 A， 
B,C, 由 &, 7,% 生成 退化 外 切 六 边 形 
给 7755 ,根据 Brianchon 定理 , 直线 AA“， 
BB”“, CC 交 于 一 点 , 设 为 O, 其 中 A =Ex 
7,B' =X&,C'=&X7. 因 此 图 3-3-7 
中 三 点 形 ABC 与 A'B'C' 关 于 O 透视 ,此 两 
三 点 形 的 透视 轴 是 三 点 形 ABC 看 作 退 化 
六 点 形 时 的 Pascal 线 . 

例 1 设 A,B,C,D 是 二 次 曲线 上 相 图 3-3-7 
异 四 点 ,四 点 处 切线 依次 是 5,7,5,g ,那么 下 列 四 点 共 线 : 

M=ACxBD, N=ADxBC, S=é¢xy, T=tx$. 

证 法 1): 如 图 3-3-8, 考 虑 二 次 曲线 的 退化 六 点 形 CCB- 
DDA , 它 的 Pascal 线 是 过 

T=¢x$, N=CBxDA, M= BDxAC 

的 直线 .再 考虑 退化 六 点 形 AADBBC ,由 Pascal 定理 S, M, N 共 
线 , 因 此 S,M,T,N 四 点 共 线 . 


汕 4= 3 各 


法 2): 记 E=ABxCD, 则 E,N,M 是 二 次 曲线 的 自 极 三 点 
形 ,E 的 极 线 是 MN. 由 于 S 的 极 线 是 AB,T 的 极 线 是 CD, 所 以 
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S,T 与 已 也 共 恩 .因此 S,M,T,N 都 在 FE 的 极 线 上 ,它们 共 线 . 

例 2 设 4,B,C,D, 正 ,下 是 二 次 
曲线 上 六 点 . 试 证 ,六 点 形 ABCFED ， 
ABEDCF 与 ADCBEF 的 三 条 Pascal 线 R 
交 于 一 点 . 

证 如 图 3-3-9,PP ,QQ ， 
RR 分 别 是 二 次 曲线 内 接 六 点 形 

ABCFED, ABEDCF, ADCBEF 

的 Pascal 线 , 要 证 明 PP’, QQ’, RR' 交 
于 一 点 , 即 三 点 形 PQR 与 P'QR 成 透 
视 .考虑 六 点 形 ABCDEF ,由 Pascal 定 图 3-3-9 
理 
ABxDE=PQRxPQ' ,BCxEF=PR'xPR,CDxFA=QRxQR- 
共 线 ,所 以 三 点 形 PQR 与 PQR 成 透视 . 

对 于 二 次 曲线 上 取 定 的 六 点 ,按照 不 同 的 顺序 最 多 可 有 60 条 
不 同 的 Pascal 线 . 例 2 证 明了 这 60 条 Pascal 线 可 分 成 20 组 ,其 中 
每 组 三 条 Pascal 线 交 于 一 点 .从 一 个 六 点 形 得 到 同一 组 内 另外 两 
个 六 点 形 的 方法 可 按照 例 2 的 方法 进行 .对 于 任意 二 次 曲线 内 接 
六 点 形 ABCDEF ,将 顶点 按 顺 序 分 成 AB ,CD , EF ,然后 交换 其 中 
两 对 得 ABEFCD , EFCDAB 或 CDABEF ,这 三 个 六 点 形 只 是 起 点 
写法 不 同 ,实际 上 是 同一 个 六 点 形 ; 再 按照 BC, DE, FA 将 六 点 
A,B,C,D,E,F 分 成 三 组 ,类 似 可 得 另 一 个 六 点 形 DEBCFA .这 
样 得 到 的 三 个 六 点 形 ABCDEF, ABEFCD, DEBCFA 的 Pascal 线 
交 于 一 点 . 

根据 Steiner 定理 ,下 例 可 以 看 成 是 $2.2 中 例 1 的 进一步 讨 
论 , 它 同时 给 出 了 性 质 3.2.8 中 对 合 的 对 应 点 的 作法 . 

例 3 设 P 是 二 次 曲线 上 两 点 A,B 处 切线 的 交点 , 是 过 
P 的 直线 ,对 于 厂 上 任 一 点 C, 设 Q 是 AC 与 4 的 交点 ,Q 是 BC 
与 的 交点 , 则 Q,Q' 关 于 本 共 思 . 

“152 ， 


证 设 AQ 与 二 次 曲线 卫 交 于 另 一 点 C , 记 AC x BC =R. 
类 似 例 1, 对 退化 六 点 形 4ACBBC "运用 Pascal 定理 可 知 P,Q’,R 
共 线 .所 以 三 直线 AC, BC’,é& 交 于 一 点 , 即 Q 与 R 重合 .由 于 
ABC'C 构成 了 的 内 接 四 点 形 ,Q ,Q 共 恩 . 

图 3-3-10 是 卫 与 E 交 于 两 点 的 情况 ,此 两 交点 是 6 上 由 Q 
一 Q 确定 的 对 合 的 不 动 点 . 


图 3-3-10 图 3-~3-11 


例 4 如 图 3-3-11, 设 三 点 形 ABC 三 边 分 别 与 二 次 曲线 切 
于 S,E,F, 设 PP 为 EF 上 任 一 点 , 记 Q= BPXxAC,R= CPXx 
AB , 试 证 : 

(1) QR 是 二 次 曲线 的 切线 ; 

(2) 直线 BP 与 CP 关于 二 次 曲线 共 斩 . 

证 (1) AB,AC,BC 是 二 次 曲线 的 切线 ,下 ,下 分 别 是 AB， 
AC 上 切 点 ,对 AB,AB,RQ,AC,AC,BC 所 成 退化 六 边 形 用 
Brianchon 定理 ,可 知 QR 是 二 次 曲线 的 切线 . 

(2) 设 工 是 QR 上 切 点 ,X= SE x FT 与 RR,C 都 共 罗 ,X 的 
极 线 是 CR = CP. 由 于 B,P,Q,X 共 线 , BP 过 CP 的 极点 X,BP 
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与 CP 关于 二 次 曲线 共 斩 . 

例 4 中 (2) 也 可 以 叙述 成 : 

如 图 3-3-11, 设 二 次 曲线 的 一 切线 与 另外 两 切线 AB ,AC 
交 于 B,C,EF 是 AB,AC 上 切 点 的 连 线 , 则 线束 B,C 之 间 以 EF 
为 透视 轴 的 透视 的 每 一 对 对 应 直线 是 关于 二 次 曲线 的 共 办 直 线 . 

例 3 可 以 叙述 成 : 

如 图 3-3-10,4A,B,C 是 二 次 曲线 上 点 ,已 是 A,B 处 切线 
的 交点 , 则 点 列 AC, BC 之 间 以 P 为 透视 中 心 的 透视 的 每 一 对 对 
应 点 是 一 对 共 思 点 . 

所 以 , 例 3 与 例 4(2) 可 以 看 作 一 对 对 偶 命 题 . 

前 面 已 介绍 过 ,利用 Pascal 定理 与 Brianchon 定理 可 解决 一 些 
有 关 二 次 曲线 切 点 切线 的 作 图 问题 ,下 面 再 举 一 例 . 

例 5 如 图 3-3-12(a), 已 知 &,7,5,$ 是 射影 平面 上 没有 
三 直线 交 于 一 点 的 四 直线 ,A 是 直线 & 上 一 点 , 求 作 以 &,7,5,$ 
为 切线 , 且 A 是 4 上 切 点 的 二 次 曲线 上 任 一 切线 ,并 作出 直线 7 
上 的 切 点 . 


图 3-3-12 


解 (1) 在 4 与 ?xgy 的 连 线 上 任 取 一 点 DO ,过 O 与 sx 的 
直线 交 7 于 下 ;过 O 与 x#$ 的 直线 交 & 于 下 ,得 直线 a= EF .对 
退化 六 边 形 个 gg 运用 Brianchon 定理 ,可 知 a 是 以 6,7,5,$ 为 
切线 ,A 是 6 上 切 点 的 二 次 曲线 上 的 一 条 切线 . 随 着 O 的 不 同 选 
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取 , 可 以 得 到 二 次 曲线 的 不 同 切线 . 

(2) 考虑 退化 六 边 形 &émy5$ ,如 图 3 一 3 一 12(b), 设 S 是 它 的 
Brianchon 点 ,S 是 AX(yX5),(&x7w)X(Yx#$) 的 交点 .直线 7 了 
与 SX(&x$) 的 交点 B 就 是 3 上 切 点 . 同 理 可 以 作出 其 他 切线 上 
的 切 点 . 


习题 3.3 


1. 设 A,B,C,D 是 二 次 曲线 上 四 定点 ,P,Q 是 上 动 点 ,R= PA x 
QC ,T= PB x QD , 试 证 RT 过 一 定点 . 

2. 设 ABCDE 是 二 次 曲线 卫 的 内 接 五 点 形 ,A 处 切线 是 6, 那 么 下 面 三 
点 

X=¢xCD, Y=ABx DE, Z= BCX EA 

共 线 . 

3. 设 A,B,C,D 是 二 次 曲线 厂 上 点 ,AC 与 D 处 切线 交 于 P,DB 与 C 
处 切线 交 于 Q ,求证 三 直线 PQ ,AB ,CD 共 点 . 

4. 设 三 点 形 ABC 内 接 于 二 次 曲线 ,P 是 B,C 处 切线 的 交点 ,6 是 A 处 
切线 , 试 证 四 直线 AB ,AC ,AP,é 成 调和 直线 . 

5. 设 P,P' 是 二 次 曲线 厂 上 两 点 , M 是 上 另 一 点 Q 与 P 处 的 切线 的 
交点 ,N= P'Qx PM, 点 S 是 PP“ 的 极点 , 试 证 R(PN,MS)= -1. 

6. 设 A,B,C 是 不 共 线 三 点 ,8,7 分 别 是 过 A,B 的 直线 , 设 二 次 曲线 工 
过 A,B,C, 且 A,B 处 切线 是 6,7, 试 作 : 

(1) C 处 切线 ; (2) 求 作 厂 上 另 一 点 DD. 

7. 设 了 是 由 射影 平面 上 无 三 点 共 线 
的 五 点 决定 的 二 次 曲线 , 求 作 过 此 五 点 中 
任 一 点 的 的 切线 . > 

8. 设 三 点 形 ABC 与 AB'C' 关 于 S 成 
透视 ,P= AB x A'C’,Q= ACXxA'B', 则 
P,Q,B,B’,C,C’ 在 一 条 二 次 曲线 上 . 

9. 如 图 ,三 点 形 ABC 外 切 于 二 次 曲线 4y 
厂 , 切 点 分 别 是 D,E,F;Q= DE x BC,AF 
交工 于 另 一 点 P, BE , DC 分 别 交 工 于 天 ， 习题 8 


工 ,求证 ， 
(1) PQ 是 已 处 切线 ; 
(2) KL 过 点 Qi; 
(3) K ,LL 处 切线 交点 在 AF 上 . 


习题 9 


10. 在 欧 氏 平面 上 ,四 边 形 ABCD 的 四 边 AB, BC,CD,DA 分 别 切 一 圆 
于 E,F,G,H, 求 证 

(1) AC, BH,DE 共 点 ; 

(2) AC,BD,HF,GE 共 点 . 

11. 如 图 , 设 四 边 形 ABCD 外 切 于 二 次 曲线 , 切 点 分 别 是 E,G,H,F;P 
=ACxEF,Q=ACxGH,K=EQxGP,L=QFxPH. 求 证 

(1) B,K,L,D 共 线 ; 

(2) 三 点 形 AEF 与 CGH 成 带 视 ,AEF 与 CHG 也 成 透视 . 
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12. 设 三 点 形 ABC 外 切 于 二 次 曲线 卫 , 切 点 分 别 是 D,E,F. 设 已 是 EF 
上 任 一 点 ,Q= BP x DE. 试 证 P,Q 关于 二 次 曲线 共 固 ,如 果 AP 交 玉 于 T， 
S, 则 QT,QS 是 二 次 曲线 的 两 切线 . 


习题 12 


13. 设 &,7,58,y 外 切 于 二 次 曲线 厂 , 试 证 &nty 的 对 角 三 线形 By 是 下 
的 自 极 三 线形 .如 果 A,B,C,D 分 别 是 $4,7,5,y 上 的 切 点 ,证 明 四 点 形 AB- 
CD 关于 二 次 曲线 的 自 极 三 点 形 的 三 边 就 是 ec,8,7， 


8$3.4 射影 二 次 曲线 的 分 类 


3.4.1 射影 二 次 曲线 的 分 类 


给 定 射影 平面 上 一 条 二 次 曲线 全 :x Ax =0, 它 的 矩阵 A = 
(ai ) 是 对 称 的 .如 果 下 退化 ,那么 二 次 曲线 上 有 奇 点 ,并 且 它 与 了 
上 其 他 点 的 连 线 也 在 上 .在 $3.1 证 明了 退化 的 二 次 曲线 只 能 
是 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(1) 一 点 ;(2) 两 条 相交 直线 ;(3) 一 直线 . 
如 果 二 次 曲线 卫 非 退化 ,那么 可 取 自 极 三 点 形 作为 坐标 三 点 形 将 
二 次 曲线 方程 化 简 成 : 

bix?+ br?+ bar3=0, bib2b30. 
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二 次 曲线 的 方程 除了 根据 它 的 几何 性 质 进 行 化 简 外 ,还 可 用 
高 等 代数 关于 二 次 型 的 理论 讨论 . 设 y= (y,,y,,y;) 是 射影 平面 
上 另 一 坐标 系 下 点 的 坐标 ,oz = By 是 相应 的 坐标 变换 公式 , 代 人 
的 方程 x"Ax =0, 得 丁 在 坐标 y 下 表示 式 :y BTABy =0. 因 此 
二 次 曲线 了 在 坐标 > 下 的 矩阵 BT7AB 是 A 的 合同 矩阵 ,进行 坐标 
变换 pr = By ,相当 于 对 对 称 和 矩阵 A 进行 合同 变换 .在 对 A 进行 
合同 变换 时 ,A 的 秩 是 不 变 的 . 另 一 方面 ,对 任意 非 奇 异 矩 阵 B， 
由 px = By 可 以 确定 射影 平面 上 的 射影 坐标 y. 

定理 3.4.1 二 次 曲线 的 方程 经 过 适当 的 坐标 变换 总 可 以 化 
为 下 列 五 种 形式 之 一 : 

(i) y%+w+=0，( 非 退化 但 无 实 轨迹 ); 

(ii ) y+ 一 =0,( 非 退化 有 实 轨迹 ); 

(出 ) +=0, (一 点 ); 

(iv) yi -y=0, (两 相交 直线 ); 

(V) w=0, (一 直线 ) 

证 设 二 次 曲线 P:z7Az=0, 和 矩阵 A 是 对 称 和 矩阵, 其 分 量 不 
全 为 0. 根 据 二 次 型 理论 ,存在 非 退 化 矩阵 B, 使 B7AB 是 对 角 矩 
阵 , 设 
6 0 0 
0 6 0 
0 0 %b, 
由 于 和 矩阵 A 非 零 ,61 ,6 ,63 不 全 为 0, 且 5b; 中 不 为 0 的 个 数 等 于 
和 矩阵 A 的 秩 . 作 坐 标 变换 pr = Bz“ ,在 坐标 x 下 ,二 次 曲线 本 的 
方程 是 


BTIAB = 


birT?+br ?+bsr?=0. 
对 和 矩阵 A 的 秩 以 及 6b, ,5;,b; 的 符号 进行 讨论 ,T 可 以 进一步 化 
简 为 定理 中 五 种 形式 之 一 . 
这 就 是 射影 二 次 曲线 的 分 类 ,在 $2.3 结束 时 ,我 们 曾 讨论 过 
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射影 坐标 变换 与 直射 变换 表示 的 关系 . pr = Bx 可 以 看 成 是 坐标 
变换 ,也 可 看 成 是 某 个 直射 的 表示 式 .在 后 一 种 情形 ,z,z“ 为 同一 
坐标 系 下 点 的 坐标 ,点 P(z) 在 此 直射 下 的 像 已 -的 坐标 是 z = 
Bz. 这 说 明了 定理 3.4.1 中 同一 类 中 任意 两 条 二 次 曲线 总 存在 一 
个 直射 变换 ,把 其 中 一 条 变 为 另 一 条 ;定理 3.4.1 中 关于 二 次 曲线 
的 分 类 是 直射 变换 下 不 变 的 .我 们 称 直射 变换 下 对 应 的 图 形 是 射 
影 平 面 上 的 全 等 图 形 ,这 证 明了 : 

射影 平面 上 所 有 非 退化 有 实 轨迹 的 二 次 曲线 都 是 全 等 的 . 

在 $4.1, 我 们 证 明了 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲线 也 可 以 化 简 
为 

zi -rizs=0, 


这 时 直线 zx, =0 与 xz; =0 是 它 的 两 条 切线 ， 
3.4.2 二 次 曲线 束 


下 面 简要 的 介绍 一 些 二 次 曲线 束 的 知识 . 

设 攻 :Dasziz)=0 与 T: 了 bsxix; =0 是 两 条 二 次 曲线 .如 
果 工 , 与 T 中 有 一 条 是 非 退 化 的 ,那么 书 与 T, 最 多 交 于 四 点 . 
如 果 了 , 与 T, 都 是 退化 的 ,那么 T, 与 T, 的 交点 也 可 能 构成 直 
线 .由 于 了 与 P, 是 两 条 不 同 的 二 次 曲线 ,它们 的 系数 矩阵 (ay ) 
与 (bj) 不 成 比例 ,因此 对 任意 不 全 为 0 的 实数 4,p,A(a;)+ 
(bs; ) = (Xa + pb; ) 不 可 能 是 零 矩 阵 .这样 

ADasriz; + pbsriz;=0 

总 表示 一 条 二 次 曲线 ,所 有 这 样 的 二 次 曲线 构成 二 次 曲线 束 . 易 见 
二 次 曲线 束 中 任 一 曲线 总 是 通过 本, 与 T; 的 交点 .对 于 射影 平面 
上 任 一 点 了 ,以 P 的 坐标 代入 二 次 曲线 东 的 方程 ,在 一 般 情况 下 
(P 不 是 卫 , 与 T 的 交点 ) 可 以 决定 4;y, 从 而 确定 过 PP 的 二 次 曲 
线 东 中 的 曲线 : 

例 1 如 果 两 条 非 退化 的 二 次 曲线 T, 与 T, 交 于 四 个 点 , 则 
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存在 点 已 ,使 得 过 P 关于 PP, 与 T, 的 四 条 切线 上 的 切 点 共 线 . 如 
果 古 是 由 T, 与 P, 决定 的 二 次 曲线 东 中 任 一 条 非 退 化 的 二 次 曲 
线 ; 则 过 PP 关于 T 的 切线 上 的 切 点 也 在 这 条 直线 上 (这 时 过 也 关 
于 工 的 切线 可 能 是 虚 切线 , 切 点 是 虚 点 ). 

证 设 4,B,C,D 是 了 与 了 的 交点 ,由 假设 忆 与 T, 非 
退化 ,ABCD 是 完全 四 点 形 , 设 它 
的 对 角 三 点 形 是 PQR , PQR 关于 
P, 与 P。 都 是 自 极 三 点 形 .由 于 
P,Q,R 关于 有 只 有 一 点 在 内 部 4 C 
(是 无 实 切 线 点 ), 同 样 的 情况 对 
T, 也 成 立 .所 以 P,Q,R 中 有 一 
点 在 TT 与 T; 的 外 部 ,不 妨 设 是 p 
P. 图 3-4-1 是 P,Q 都 在 T 与 
I, 外 部 的 情况 .所 以 过 已 关于 症 图 3-4-1 
与 了 的 切线 的 切 点 都 在 QR 上 .如 果 古 是 T, 与 决定 的 二 次 
曲线 束 中 任 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 , 则 PQR 也 是 本 的 自 极 三 点 
形 .如 果 QR 与 交 于 两 点 ,那么 过 P 关于 了 的 切线 的 切 点 也 在 
QR 上 ;如 果 QR 与 交 于 一 对 共 录 虚 点 ,那么 P 与 它们 的 连 线 
就 是 的 两 条 虚 切 线 . 

读者 能 否 找 出 过 图 3- 4- 1 中 四 点 A,B,C,D 的 非 退化 二 次 
曲线 ,使 得 P 成 为 它 的 内 点 .如 果 X 是 四 点 形 ABCD 的 六 边 上 点 ， 
则 过 X 的 二 次 曲线 束 中 曲线 是 退化 的 , 它 由 完全 四 点 形 的 一 对 对 边 
组 成 .二 次 曲线 束 中 其 他 二 次 曲线 都 是 非 
退化 的 . 

例 2 试 求 过 五 点 A(1,0, -1)， 
B(1,0,1),C(1,2,1),D(1,2, -1),E(1, 
3,0) 的 二 次 曲线 的 方程 (图 3-4-2). 

解 此 题 可 用 待定 系数 法 , 解 一 个 图 3-4-2 
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有 六 个 未 知 元 的 齐 次 方程 组 .下 面 介绍 二 次 曲线 束 的 方法 . 

以 4B. CD 表示 由 直线 AB,CD 上 点 构成 的 退化 二 次 曲线 ， 
同样 ,以 AC. BD 表示 由 AC,BD 上 点 构成 的 退化 二 次 曲线 .通过 
简单 计算 可 得 : 

AB'CD: xz;(2x1 - x3)=0, 
AC*BD: (xz1- x+ xX)(z1- x2- x3)=0, 
所 以 过 A,B,C,D 的 二 次 曲线 束 是 
Azi(27z1 ~ T2) tp(r -xtra)(z -rs ~ 7x3)=0. 
以 E(1,3,0) 代 入 得 -34+4y=0, 取 4=4,p=3, 代 人 整理 得 所 
求 二 次 曲线 
3zxi— xl-3zri+2riz,=0. 

例 2 的 方法 改进 以 后 可 以 用 来 解 其 他 的 一 些 问 题 . 

性 质 3.4.2 设 A,B 分 别 是 直线 上 ,7 上 两 点 ,A,B 都 不 是 
6,7 的 交点 , 则 由 退化 二 次 曲线 $7 与 4B* AB 构成 的 二 次 曲线 
束 中 任 一 非 退化 二 次 曲线 都 以 £, 7 为 切线 , 且 切 点 分 别 是 A,B. 

证 设 C=&xw, 则 A,B,C 可 构成 坐标 三 点 形 ,这 时 

é€:x,=0, 7:7T1=0, AB:zx,=0. 
所 以 性 质 中 二 次 曲线 束 为 
AMziza + ur! =0. 
对 任意 ,ww 天 0,hAzizs + pr3 =0 都 是 非 退 化 的 二 次 曲线 . 它 
在 A 处 切线 是 4,B 处 切线 是 了 7 了. 


4A 


图 3-4-3 
9 BL 


类 似 $3.3, 如 果 四 点 A,B,C,D 中 有 点 重合 的 情况 ,例如 A 
=C,B=D, 则 AC = AA,BD= BB 可 以 分 别 看 成 A 与 B 处 切 
线 ,由 XAC: BD + pnAB.CD=0 就 得 到 性 质 3.4.2 中 二 次 曲线 束 : 
46' y+ pAB*AB=0. 性 质 3.4.2 也 可 以 推广 到 其 他 情况 . 

例 3 求 通过 A(1,0,1),B(0,1,1),C(0, 一 1,1),D(3,4, 
5), 且 以 &:x1 - zs =0 为 切线 的 二 次 曲线 . 

解 易 见 点 A 在 直线 6 上 ,所 以 切线 & 上 切 点 应 为 A, 记 A” 
= A. 由 退化 二 次 曲线 AB'A'C 与 AA'. BC 构成 二 次 曲线 束 : 

AM(zi+zz-zs)(zi 一 za 一 3)+Ari 一 zs)Zzi=0. 
以 D(3,4,5) 代 入 得 24+w=0, 取 1=1,w= -2, 得 所 求 二 次 曲 
线 为 : 
xi+zxi -zi=0. 

例 4 求 二 次 曲线 Ti:27? a TE 一 交 2 二 2z3 = 
0 与 :3x?+6rixs -zizs+3zszs=0 的 交点 . 

解 ”构造 二 次 曲线 束 ,方程 是 

At + AA +t) TT + (2 -pT Ts + -A+ ry +2Az? =0. 
令 它 的 系数 行列 式 为 0, 得 
(24+3p)(1512+28Mx +25p°)=0. 
取 X4= -3,w=2, 得 二 次 曲线 束 中 一 条 退化 的 二 次 曲线 
4zuzi+9zrazi 一 6z3=0. 
二 次 曲线 束 的 方程 中 zi ,zyz; 的 系数 都 含 24 + 3y ,其余 项 都 有 
xz ,从 观察 二 次 曲线 东 的 方程 也 能 得 出 这 一 退化 二 次 曲线 . 与 
TI 的 交点 都 在 此 退化 的 二 次 曲线 上 , 它 可 以 分 解 为 
4zi +9z; -6x3=0 与 xz3=0. 

将 Ri 分 别 与 它们 联 立 得 

(-3,2,1),(-18,14,9),(0,1,0),(2, -1,0). 
它们 也 在 ,上 ,是 忆 与 交点 . 
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在 Pi 与 T, 的 方程 中 令 z= 了 ,= = ,得 


法 a 
3z2+6zy 一 +3y=0. 

上 面 的 方法 可 以 用 来 解 这 个 二 元 二 次 方程 组 .这 就 是 代数 中 解 二 
元 二 次 方程 组 方法 的 几何 背景 ,作为 代数 方程 它 的 解 为 : 


例 5 求 二 次 曲线 :zx? 一 12zx? +16zx?+28zx1x2+8r1zx3+ 
8zszi=0 与 T;:9zi+zi+36z3+6zlza 一 36zizs+48zizs=0 
的 公共 切线 . 

解 二 次 曲线 Pi 与 T, 的 矩阵 分 别 是 


1 14 4 9 3 -18 
Ai=|14 -12 4|,4:=|3 1 | 
4 4 16 -18 24 36 
它们 的 伴随 矩阵 分 别 是 
~ {-208 -208 104] ~ -540 -540 90 
Ai=|-208 0 52 |,A:=|-540 0 -270 
104 52 -208 90 -270 0 


所 以 研 与 T, 决定 的 二 级 曲线 分 别 是 
281 +4616, 26 全 一 名 全 +2 人 =0， 
3 全 +656 和 一 生生 +355=0 
由 例 4 可知, 这 两 条 二 级 曲线 的 公共 直线 是 
zz=0, 2zi 一 zz=0， 
3r1 -27x,— x3=0, 18zi -14z: -9x;,=0. 
它们 也 是 二 次 曲线 T, 与 T, 的 公共 切线 . 
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习题 3.4 


1. 设 :了 aszriz)=0 与 :也 bsziz) =0 是 两 条 非 退 化 的 二 次 曲线 ,如 
果 & 是 T 与 T, 的 公共 切线 , 且 切 点 都 是 P, 则 二 次 曲线 东 王 (May + pb, ) 
zizj =0 中 每 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 都 以 & 为 切线 , 切 点 也 是 P. 

2. 设 A,B,C 是 不 共 线 的 三 点 ,8 是 过 A 的 直线 ,B,C 都 不 在 6 上, 试 
证 二 次 曲线 东 16. BC + pAB* AC=0 中 任 一 非 退 化 的 二 次 曲线 都 以 为 切 
线 ,A 是 切 点 . 

3. 试 证 外 接 于 坐标 三 点 形 的 非 退 化 的 二 次 曲线 可 以 写成 : 

aziza+aszizi+aszrzzs=0，aazasaa3 天 0. 

4. 设 三 直线 6: atzk + art+aszrs=0,1:bzi+bxz+bzs=0， 
:ctzi + cazz + cizi=0 构 成 三 线形 ,证 明 过 此 三 线形 的 顶点 的 非 退 化 的 二 
次 曲线 可 以 写成 : 

Zaiz bz + pTar "Der, t+yDbr Dex, =0, Nu#0. 

5. 设 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 与 x+y-1=0 在 A(0,1) 处 相 切 ,并 且 过 点 
B(-1,0),C(-1,1),D(0,0), 求 这 条 二 次 曲线 . 

6. 设 A(1,0),B(-1,0),C(1,1),D(-1,2) 是 欧 氏 平面 上 四 点 ,直线 
&:x -y+1=0, 试 求 过 A,B,C,D 且 以 为 切线 的 二 次 曲线 . 

7. 设 4(1,0),B(2,2),C(1,1),D(-1,2) 是 欧 氏 平面 上 四 点 ,直线 
&:x -y+1=0, 试 求 过 A,B,C,D 且 以 & 为 切线 的 二 次 曲线 . 
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第 四 章 
仿 射 门 何 与 欧 氏 中 僻 


这 一 章 , 我 们 从 射影 平面 重新 得 到 仿 射 平面 与 欧 氏 平面 ,并 利 
用 射影 几何 研究 仿 射 与 欧 氏 几何 .在 §4.1, 通 过 将 射影 平面 上 的 
一 直线 特殊 化 ,把 它 上 面 的 点 作为 无 穷 远 点 定义 仿 射 平面 ,并 讨论 
仿 射 平面 上 直线 的 平行 , 共 线 点 的 单 比 等 概念 .在 §4.2, 讨 论 仿 射 
平面 上 的 二 次 曲线 ,用 射影 二 次 曲线 的 观点 讨论 仿 射 二 次 曲线 的 
中 心 ,直径 等 概念 .在 $4.3 与 $4.4, 用 射影 几何 观点 讨论 欧 氏 几 
何 与 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 ,讨论 中 使 用 了 虚 点 与 虚 直线 . 


$4.1 仿 射 几何 


4.1.1 仿 射 平面 


在 第 一 章 ,我 们 在 欧 氏 平面 上 添加 无 穷 远 点 与 无 穷 远 直线 得 
到 拓 广 欧 氏 平面 , 它 是 射影 平面 的 一 个 模型 .在 拓 广 欧 氏 平面 上 ， 
如 果 不 涉及 无 穷 远 点 与 无 穷 远 直线 ,距离 交角、 平行 性 等 概念 还 
是 有 意义 的 .而 在 射影 平面 上 ,所 有 的 点 处 于 同等 地 位 ,点 之 间 的 
距离 与 直线 之 间 的 夹 角 还 没有 适当 的 定义 .由 于 射影 平面 上 寿 两 
直线 交 于 一 点 ,射影 平面 上 没有 欧 氏 空间 那样 定义 的 平行 线 . 下 面 
讨论 处 于 这 两 种 几何 之 间 的 一 种 几何 , 叫 仿 射 几何 .在 讨论 仿 射 几 
何 时 ,我 们 强调 它 与 射影 几何 的 联系 ,以 及 如 何 用 射影 几何 的 知识 
帮助 解决 仿 射 几何 问题 .自然 , 仿 射 几何 也 可 以 脱离 射影 几何 , 单 
独 研 究 讨 论 . 

人 


定义 4.1.1 取 定 射影 平面 PP 上 的 一 条 直线 , 记 为 a ,在 
P? 上 去 掉 直线 a 以 及 a- 上 所 有 点 以 后 称 为 仿 射 平面 .不 在 a。 
上 的 点 称 为 仿 射 平面 上 的 点 ; P* 上 的 直线 去 掉 与 a 的 交点 以 后 
称 为 仿 射 直线 , 仿 射 直线 也 常 简称 为 直线 , 仿 射 平面 记 为 A?. 

仿 射 平面 的 一 个 等 价 的 说 法 是 :在 射影 平面 上 把 一 条 直线 特 
殊 化 ,其 上 的 点 叫做 无 穷 远 点 ,此 直线 称 作 无 穷 远 直线 ,或 绝对 直 
线 , 记 为 a .在 运用 射影 几何 来 解决 仿 射 几 何 的 问题 时 ,这 种 看 
法 常常 很 有 用 . 

射影 直线 上 去 掉 它 与 无 穷 远 直线 的 交点 P= &X a 以 后 
成 为 仿 射 平面 上 的 直线 ,此 直线 也 记 为 上 ,P- 叫 直线 上 上 的 无 穷 
远 点 . 仿 射 直线 不 再 是 封闭 的 ,一 点 可 以 把 仿 射 直线 分 成 不 连通 的 
两 部 分 .直线 & 上 两 点 A ,B 把 仿 射 直线 分 成 不 连通 的 三 部 分 , 直 
线 ¢ 上 的 无 穷 远 点 可 把 其 中 两 部 分 连接 起 来 , 称 A,B 之 间 由 不 
与 无 穷 远 点 连接 的 那 部 分 为 连接 A,B 的 线段 ,也 记 为 AB. 

定义 4.1.2 在 仿 射 平面 上 不 相交 的 直线 称 为 平行 线 . 

此 定义 也 可 改 成 : 仿 射 平面 上 交 于 无 穷 远 点 的 直线 叫 平行 线 . 
如 果 & 与 7 平行 , 记 为 /7. 显 然 , 仿 射 平面 上 直线 的 平行 性 有 传 
递 性 ,如 果 &// 7,7N5, 则 &/5. 一 组 互相 平行 的 直线 交 于 同一 
个 无 穷 远 点 . 

有 了 平行 的 概念 就 可 以 定义 仿 射 平面 上 的 梯形 ,平行 四 边 形 
等 图 形 . 设 ABCD 是 仿 射 平面 上 的 四 边 形 ,如 果 四 点 的 顺序 连 线 
所 得 线段 AB , BC, CD ,DA 在 线段 内 部 不 相交 , 且 AB/ CD , 则 
称 ABCD 是 梯形 .进一步 ,如 果 ABA CD ,AD/ BC, 则 ABCD 是 
平行 四边 形 . 图 4-1-1 是 平行 四 边 形 的 两 种 画 法 ,图 4-1-1 
(b) 画 出 了 无 穷 远 直 线 . 

定义 4.1.3 设 B,C,D 是 仿 射 平面 上 共 线 三 点 .P。 是 该 直 
线 上 的 无 穷 远 点 , 称 A(BCD) = R(BC,DP。 ) 是 三 点 B,C,D 的 
单 比 . 
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(a) 


图 4-1-1 


性 质 4.1.1 仿 射 平面 上 共 线 四 点 的 交 比 可 以 用 单 比 表示 ， 
设 B,C,D,E 是 共 线 四 点 , 则 


R(BC, DE)= ACBEB,. 


证 设 P。 是 B,C,D,E 所 在 直线 上 的 无 穷 远 点 , 则 有 
R(BC,DE)= R(BC,DP.,)R(BC,P,E) 


_R(BC,DP,)_ A(BCD) 
R(BC,EP-.) A(BCE) 


在 射影 平面 上 取 射 影 坐 标 系 | P,P, , P; ;下 | ,使 得 P,P, 在 
无 穷 远 直 线 ac 上 .从 P,(1,0,0),P,(0,1,0) 知 道 ,a 的 方程 是 
zx3=0. 对 于 仿 射 平面 上 任 一 点 P(zi, zz,zi), 都 有 zs: 天 0, 令 工 


Z1 站 


= 二 ,y= 定 , 称 (z,y) 是 点 书 的 仿 射 坐标 . 
Xa Xs 


如 图 4 一 1 一 2(a), 记 E,=P,ExPP;,E,=P,EXP,P;, 易 

知 E,(1,0,1),E:;(0,1,1). 对 于 任 一 点 P, 记 P, = PiP, x PP,， 

了 ,= P,P; x PP1. 如果 P 坐标 是 (zi,x,,z3), 那 么 P, (zi,0， 

Zz3),P,(0,x, ,x3). 通 过 简单 计算 可 知 ,这 些 点 的 仿 射 坐标 分 别 是 
P3(0,0),E,(1,0),E;(0,1),P(zx,y),P,(x,0),P,(0,y). 

图 4-1-2(b) 是 图 4-1-2(a) 的 另 一 种 画 法 ,P, ,P, 是 无 穷 

远 点 ,它们 不 再 画 出 ,交点 在 无 穷 远 直线 上 的 直线 按照 习惯 画 成 了 
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图 4-1-2 


平行 线 . O = P; 是 坐标 原点 ,OP, = P;,P, 叫 x 轴 , OP, = PP， 
叫 y 轴 ,EE,(1,0),E,(0,1) 分 别 是 zx 轴 与 y 轴 上 的 单位 点 .图 
4 一 1 一 2 中 坐标 系 叫 仿 射 坐标 系 , 易 知 ， 


z=H=A(P, EO0)=R(P,E,,P,P), 
3 


y==A(P,E,0)=R(P,E,,P;P,). 


Ta 


仿 射 平面 上 不 共 线 的 三 点 就 可 以 确定 一 个 仿 射 坐 标 系 ,其 中 一 点 
为 坐标 原点 ,另外 两 点 分 别 作 为 x 轴 与 y 轴 上 的 单位 点 . 仿 射 平 
面 上 点 的 仿 射 坐标 可 以 如 上 面 两 式 那样 利用 单 比 确定 .所 以 仿 射 
平面 上 有 许多 仿 射 坐标 系 , 同 一 点 在 不 同 的 仿 射 坐标 系 下 可 以 有 
不 同 的 仿 射 坐标 . 

设 A(xi,y1),B(zs,y;) 是 仿 射 平面 上 两 点 ,它们 的 齐 次 坐 
标 是 (zi ,yi,1),(z,y ,1i),a-b=(z -zyi-y0) 是 直线 
AB 上 的 无 穷 远 点 的 坐标 .直线 AB 的 方程 是 


1608." 


它 也 可 表示 为 | zi yi 1| =0, 所 以 直线 AB 的 方程 也 
ww 和 
可 以 写成 
tk HA 
Pe 
或 表示 为 x ,y 的 一 次 方程 
art+by+c=0， a,b 不 全 为 0. 
从 仿 射 平面 上 两 点 A(x1 ,yi),B(zx,,y,) 可 得 向 量 
AB= lz -zy -yi 
如 果 C(x;,y3) 与 A,B 共 线 , 则 AC= lz - zy -yl 与 BC = 
{zs 一 2,y3 -yz} 共 线 . 记 
AC_ TT YN 


BC zz yy 


它 可 看 成 有 向 线段 之 比 .也 就 是 说 ,如 果 4 ZC = 本 U, 则 然 = 


AC__CAy 
人 党 ,由 定义 显然 有 BC = - EG. 对 于 共 线 四 点 P, Q,R,S 或 平行 


C 产 ， v PQ LEF 
的 向 量 E 记 与 G 闻 ,也 可 以 定义 与 5 地 
性 质 4.1.2 设 P(zi,y),Q(za,y),R(za,ys) 是 共 线 三 
点 , 则 


-PR -zz Ny 
A(PQR)= GR Za 一 IT3 yy 


证 设 P- 是 直线 PQ 上 无 穷 远 点 ,由 P, Q,R 的 齐 次 坐标 
可 得 
pb-=p- -4g,r=Apt+t pq, 
A(PQR)=R(PQ,RP。)= -人 .从 r=2p+ pq 可 得 4+p=1， 
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因此 rr-p=jp(g-p),r-g=4(p-q), 即 
fz- zy -yl=plr, -ry yil, 
[za -za 一 32 = -Mtzz -zi -yl 


因此 


-~-_ 人 -zl TN- yy PR 
A(PQR) 二 


从 性 质 4.1.1 可 知 , 仿 射 平面 上 交 比 也 可 以 用 有 向 线段 之 比 
表示 


_ BD .CE 
R(BC,DE)= 耳 ' 艺 . 


性 质 4.1.3 设 B,C,D;B“ ,C ,D' 分别 是 共 线 三 点 ,如 果 
BB“ ,CC , DD 互相 平行 , 则 A(BCD)=A(B' CD )， 即 始 = 


了 
CD 


如 图 4-1-3(a). 


图 4-1-3 


证 如 图 4-1-3(b), 设 平行 直线 BB CC ,DD“ 的 交点 是 
P。 ,BC 与 B'C 上 无 穷 远 点 分 别 是 Qs ,Rs .于 是 以 P。 为 中 心 的 
直线 BC 与 B'C’ 之 间 的 透视 分 别 把 B,C,D,Q 分别 变 为 B'， 
C’,D',R。 .因此 
R(BC,DQ.)=R(B'C’,D'R,), 妇 A(BCD)= A(B'C'D’). 
此 性 质 的 条 件 并 不 充分 ,由 A(BCD)= A(B'C'D') 并 不 能 得 
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出 BB NAN CC NANDD-. 

例 1 设 直 线 & 与 9 交 于 B, 而 C,D;C',D' 分 别 是 4 与 7 上 
另外 两 点 , 则 CC'// DD' 的 充 要 条 件 是 A(BCD)= A(BC'D'). 

证 记 Qs。=&Xa,R。=7Xa, 必 要 性 证 明 类 似 性 质 
4.1.3. 反 之 .由 A(BCD)= A(BCD') 也 可 得 R(BC, DPQ。 )= 
R(BC',D'R。). 所 以 存在 透视 

(B,C,D,Q.,……) 7(B,C’,D’,R,,…), 
因此 CC', DD', Qs。R。 =a。 交 于 一 点 , 即 CC”// DD”. 

定义 4.1.4 如 果 A(BCD)= 一 1, 则 DD 叫做 B,C 的 仿 射 中 
点 ,或 称 为 线段 BC 的 中 点 . 

设 Ps 是 直线 BC 上 无 穷 远 点 , 则 D 是 BC 的 中 点 的 充 要 条 
件 是 D 是 B,C,P。 的 第 四 调和 点 .如 果 B(xi,y1),C(zx;,y2), 则 
P。(zi 一 x3,y1 一 y2,0), 不 难 求 得 BC 的 中 点 是 b+ c= (xi+ 


za Ys + ya,2), 即 { 王 二 于， 2 了 思 }、 要 注意 的 是 ,这 里 中 点 的 定 


义 以 及 性 质 4.1.2 中 有 向 线段 比 A(PQR ) = 饶 并 没有 用 距离 ， 


仿 射 平面 上 两 点 的 距离 还 没有 定义 . 
例 2 如 图 4~1-4, 设 DD,E,F 是 三 角形 ABC 的 三 边 上 的 
点 ,DE/ AB,FD// AC,EF/ BC, 则 A 
D,E, 下 分 别 是 线段 BC,CA,AB 的 
仿 射 中 心 . 已 E 


证 由 于 人 ABC 与 ADEF 的 对 
应 边 平行 ,因此 对 应 边 的 交点 在 无 穷 
远 直线 上 . 由 Desargues 定理 , AD， 
BE ,CF 交 于 一 点 0. 设 P- 是 BC 上 图 4-1-4 
的 无 穷 远 点 ,由 调和 点 列 的 作法 ,R(BC,DP。)= -1, 即 了 是 BC 
的 中 点 . 同 理 ,F,E 分 别 是 AB 与 AC 的 中 点 . 
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AD ,BE ,CF 都 叫做 全 ABC 的 中 线 ,这 证 明了 仿 射 平面 上 三 
角形 的 中 线 交 于 一 点 ,中 位 线 平行 于 底 边 . 

仿 射 平面 上 有 许多 仿 射 坐标 系 ,它们 决定 的 无 穷 远 直 线 的 方 
程 都 是 zx; =0. 设 (zx,y) 与 (z',y ) 是 两 仿 射 坐标 系 决 定 的 仿 射 坐 
标 ,类 似 §2.3 例 2 与 $2.4 的 讨论 可 知 ,坐标 (z,y) 与 (z ,y ) 之 
间 的 坐标 变换 形 如 : 

| bi， 


y =anzt+azy+bz， 


al Qn 


天 0. 


a a 
仿 射 平面 上 不 共 线 的 三 点 就 可 以 确定 一 个 仿 射 坐标 系 .适当 选取 
仿 射 坐标 常 可 以 简化 仿 射 几何 问题 的 讨论 与 证 明 . 


4.1.2 仿 射 变 换 


设 p:P?-> P? 是 平面 上 使 无 穷 远 直 线 不 变 的 直射 变换 , 则 9 
把 无 穷 远 点 变 为 无 穷 远 点 ,把 仿 射 平 面 上 点 变 为 仿 射 平面 的 点 , 仿 
射 平面 上 的 直线 变 为 直线 ,9 决定 仿 射 平面 上 的 一 个 变换 . 

定义 4.1.5 使 无 穷 远 直 线 不 变 的 直射 变换 叫做 仿 射 平面 上 
的 仿 射 变换 . 

下 面 的 定理 显然 成 立 . 

定理 4.1.4 仿 射 平面 上 所 有 的 仿 射 变 换 构成 群 , 叫 仿 射 变 
换 群 , 它 是 直射 变换 群 的 子 群 . 

平面 仿 射 几何 就 是 要 研究 仿 射 平面 上 那些 在 任意 仿 射 变换 下 
不 变 的 性 质 , 称 为 仿 射 性 质 .由 仿 射 平面 及 仿 射 变换 的 定义 , 仿 射 
平面 上 的 点 与 直线 的 结合 关系 是 仿 射 性 质 . 由 于 仿 射 变换 保持 交 
比 并 把 无 穷 远 点 变 为 无 穷 远 点 ,下 面 的 性 质 是 显然 的 . 

性 质 4.1.5 平行 性 是 仿 射 性 质 , 单 比 是 仿 射 不 变量 . 

因此 梯形 ,平行 四 边 形 ,平行 四 边 形 的 对 角 线 交点 是 对 角 线 的 
中 点 ,三 角形 的 中 线 交 于 一 点 等 性 质 都 是 仿 射 性 质 . 

由 于 仿 射 变换 是 直射 的 特例 ,因此 射影 性 质 经 过 适当 的 解释 
可 以 成 为 仿 射 性 质 .例如 ,Desargues 定理 ,Pappus 定理 等 经 过 适当 
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的 解释 得 到 仿 射 平面 上 的 相应 定理 .下 面 定理 中 的 几 种 情况 都 是 
Desargues 定理 的 仿 射 几 何 特例 . 
定理 4.1.6 如果 仿 射 平面 上 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 的 连 线 
交 于 一 点 或 者 互相 平行 ,那么 下 列 情况 之 一 成 立 : 
(1 ) 两 三 角形 的 对 应 边 交点 共 线 ; 
(ii ) 三 角形 的 两 对 对 应 边 交点 的 连 线 平行 于 第 三 对 对 应 边 ; 
(j) 三 角形 的 三 对 对 边 分 别 平行 . 
证 由 Desargues 定理 ,此 两 三 角形 的 对 应 边 交 点 共 线 ,以 上 
三 种 情况 分 别 对 应 于 :( i ) 三 对 对 应 边 交点 都 是 普通 点 ;( i ) 有 
两 点 是 普通 点 ,一 个 是 无 穷 远 点 ;( 这 ) 三 个 都 是 无 穷 远 点 . 
性 质 4.1.7 仿 射 变换 由 不 共 线 的 三 对 对 应 点 确定 , 它 在 仿 
射 坐标 下 表示 为 : 
Z =anrztanyt+b, 
人 
证 明 与 第 二 章 $ 2.4 中 仿 射 变换 公式 的 证 明 一 样 , 故 略 去 . 仿 射 
变换 由 仿 射 平面 上 不 共 线 的 三 对 对 应 点 唯一 确定 .性 质 4.1.7 中 仿 
射 变换 与 $2.4 中 仿 射 变换 的 区 别 仅 在 于 :$2.4 中 公式 里 的 坐标 
(xz,y) 是 欧 氏 坐标 ,而 性 质 4.1.7 中 坐标 (zx,y) 是 一 般 的 仿 射 坐标 . 
例 3 从 $2.3 例 3 知道 ,如 果 直射 p 使 <- :z=0 上 每 一 点 
不 动 , 则 9 在 齐 次 坐标 下 是 


QI an 


天 0. 


Qn a 


ri al 0 as|{z! 
plzz|=|0 an as "| auas0. 
x3 0 0 asjizrs 
这 样 的 直射 决定 的 仿 射 变换 是 


"C2 
y 0 ai\y b;, Q33 Q33 Q33 
(1) 如 果 6 = 0 =0, 坐 标 原点 O 是 它 的 不 动 点 .9 是 以 nu : 


xz; = 0 为 轴 ,O 为 中 心 的 同调 变换 . 容易 知道 ,如 果 A,B 是 仿 射 
' 173 ， 


平面 上 任意 两 点 , 则 O,A,A’= gpg(A);O0,B,B = p(B) 共 线 , 且 
单 比 A(OAA') = A(0BB’) = 4. 进一步 有 AB 平行 于 A’B”， 
仿生 = .对 于 仿 射 平面 上 任意 三 角形 ABC, 它 的 像 A'B'C' 是 它 
的 相似 三 角形 . 这样 的 变换 叫做 仿 射 平面 上 的 一 个 位 似 变换 .图 
4-1-5 是 >1 的 情形 . 


B 也 
图 4-1-5 图 4-1-6 


(2) 如 果 4 =1,6,,5; 不 全 为 0, 则 p 叫做 仿 射 平面 上 的 一 个 
平移 .容易 验证 ,过 无 穷 远 点 (b, ,6: ,0) 的 所 有 直线 
bx 一 biy+c=0,c 是 任意 常数 ， 
在 平移 下 都 是 不 变 的 . 对 于 仿 射 平面 上 任 一 点 A(z,y), 它 的 像 
9(A)=A4A (zy), 则 
Aa"=iz -ry -yl={6,6}. 
这 样 的 映射 在 $2.3 例 4 中 叫做 扩张 (图 4-1-6). 
设 M 与 M' 是 仿 射 平 面 上 的 两 个 图 形 , 如 果 存 在 仿 射 变换 使 
M 变 为 M“ , 则 称 M 与 M' 是 仿 射 平面 上 的 全 等 图 形 . 
由 于 仿 射 平面 上 不 共 线 的 三 对 对 应 点 唯一 确定 一 个 仿 射 变 
换 , 仿 射 平面 上 任意 两 个 三 角形 全 等 .利用 这 一 性 质 可 证 明 任意 两 
个 平行 四 边 形 全 等 ,任意 一 对 平行 线 全 等 .证 明 留 作 练习 . 


习题 4.1 


1. 设 B(1,0),C(0,2),D(2,-2) 是 仿 射 平面 上 三 点 
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(1) 证 明 B,C,D 共 线 , 写 出 所 在 直线 的 方程 ; 

(2) 计算 A(BCD),A(DBC); 

(3) 求 点 P, 使 A(CDP)=3. 

2. 证 明 平 行 四 边 形 的 两 对 角 线 的 交点 是 对 角 线 的 仿 射 中 点 . 

3. 证 明 梯形 的 中 位 线 平行 于 底 边 . 

4. 是 否 存在 仿 射 平面 上 仿 射 变换 ,把 下 列 两 组 三 点 中 A,B,C 分 别 变 
为 A’,B',C': 

(1) A(1,2),B(3,4),C(~2,-4);A’(-1,-1),B'(0,0),C’(2,2); 

(2) A(-1,D),B(1,0),C(0, 十 );A1,1),B"( 一 1,0),C(0, 却 ) 

5. 给 定 仿 射 平面 上 三 点 ,A(1,0),B(0,1),C(1,1), 求 仿 射 变换 ,使 得 
pg(A)=B,p(B)=C,p(C)= 有 A, 并 求 9 的 不 动 点 . 


6. 仿 射 平面 上 四 边 形 ABCD 的 边 AD 与 BC 上 各 有 动 点 E,F ,满足 全 5 = 


络 . 试 证 ,点 P= AFx BE 的 轨迹 是 一 直线 . 
$4.2 二 次 曲线 的 仿 射 理论 


4.2.1 仿 射 二 次 曲线 


设 卫 是 射影 平面 上 二 次 曲线 : azizi =0,|ai| 天 0. 除 非 


特别 申明 ， 下 面 总 假设 了 是 有 实 轨迹 且 非 退化 的 二 次 曲线 ,这 时 
对 称 矩 阵 A = (ai ) 非 退化 但 不 是 正定 或 负 定 的 .T 与 仿 射 平面 上 
的 无 穷 远 直线 a。 : z = 0 的 交点 数 是 0,1 或 2. 在 仿 射 坐标 下 ,了 
的 方程 成 为 
auz’ +2arzyt+any +2asr +2any+as=0. 

它 是 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 .按照 了 与 无 穷 远 直线 的 交点 情况 ， 
给 出 仿 射 二 次 曲线 的 定义 . 

定义 4.2.1 如 果 二 次 曲线 与 无 穷 远 直 线 不 相交 , 则 称 它 是 
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仿 射 平面 上 的 椭圆 ;如果 交 于 一 点 , 称 它 是 抛物 线 ; 如 果 交 于 两 点 ， 
称 它 是 双 曲 线 . 

由 于 仿 射 变换 把 无 穷 远 直 线 变 成 无 穷 远 直线 ,因此 这 样 的 分 
类 是 有 意义 的 .也 就 是 说 ,在 任意 仿 射 变换 下 ,椭圆 变 成 椭圆 ,而 不 
会 把 椭圆 变 成 双 曲 线 或 抛物 线 . 

二 次 曲线 了 :了 airizi =0 与 无 穷 远 直线 c- 的 交点 由 下 列 方 
程 组 决定 

auzi+2aozizz+azzi=0， 
人 
其 判别 式 是 
A=ab 一 auazn 

性 质 4.2.1 设 丁 :Dasxix;=0 是 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲 
线 , 则 

( i) 研 是 椭圆 的 充 要 条 件 是 A<0; 

(ii) 械 是 抛物 线 的 充 要 条 件 是 A=0; 

(而 ) 研 是 双 曲 线 的 充 要 条 件 是 A>0. 

如 图 4 一 2 一 1, 椭 圆 与 无 穷 远 直 线 没 有 实 交点 ;对 于 抛物 线 来 
说 ,无 穷 远 直 线 是 它 的 切线 , 切 点 是 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 ; 双 曲 线 
与 无 穷 远 直线 交 于 两 个 实 点 . 


棋 贺 抛物 线 双 曲 线 
图 4-2-1 
如 果 研 是 椭圆 或 者 双 曲 线 ,a 不 是 自 苍 直线 , 取 丁 的 自 极 


a 


三 点 形 作为 坐标 三 点 形 ,使 无 穷 远 直 线 是 自 极 三 点 形 的 一 边 ,方程 
仍 是 zx; =0, 这 时 卫 的 方程 可 以 简化 成 ( 见 $3.2) 

birx? + br?+b3r:=0, bb6.6;A0,6 ,0,63 不同 号 . 

在 A= -bb;,<0 时 丁 是 椭圆 ;在 A= -加 0 >0 时 下 是 双 曲 
线 .于 是 可 适当 的 选取 仿 射 坐标 系 , 使 双 曲 线 或 椭圆 分 别 表示 为 : 


2 


es 
zx" = 之 ， 
再 利用 仿 射 坐标 变换 它们 分 别 化 简 为 
学 二 


Zz2-3y2=1，z2+y = 工 . 


如 果 了 是 抛物 线 ,w- 是 它 的 切线 , 取 卫 的 另 一 切线 及 过 两 切 

点 的 直线 为 坐标 三 线形 ,方程 可 化 简 为 (参看 § 3.1) 
x2 — krirs=0, 天 0. 

仿 射 坐标 下 成 为 y* = kz .进一步 可 以 化 成 y =2zx. 

性 质 4.2.2 适当 选择 仿 射 平面 上 坐标 系 , 非 退化 且 有 实 轨 
迹 的 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 可 以 化 简 成 下 列 形 式 之 一 : 

(1) zz+ 只 =1 (i)zr-y=1; (WV) y=2z. 
它们 分 别 是 椭圆 , 双 曲 线 ,抛物 线 . 

利用 仿 射 变换 与 仿 射 坐标 变换 的 关系 ,不 难 知道 ,这 也 可 以 看 
作 非 退化 有 实 轨迹 的 仿 射 二 次 曲线 的 分 类 .对 于 两 条 仿 射 平面 上 
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图 4-2-2 
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的 二 次 曲线 ,如果 存在 仿 射 变换 把 一 条 变 成 另 一 条 ,我 们 称 这 两 条 
二 次 曲线 在 仿 射 平面 上 是 全 等 的 .性 质 4.2.2 告诉 我 们 ,如果 卫 ， 
与 T, 是 仿 射 平面 上 的 两 个 椭圆 ,那么 分 别 存在 仿 射 坐标 (x,y) 与 
(zx ,yy ) 使 得 了 与 T, 的 方程 分 别 为 
Ti:x +y =1, TT:r +y’=1. 
设 两 仿 射 坐标 (x ,y) 与 (x',y ) 之 间 坐 标 变换 是 ， 
X=anztavyy+b, 
人 
因此 二 次 曲线 P, 与 T, 在 仿 射 坐标 (z,y) 下 的 方程 分 别 是 
DT:x +y =1, 
DT:(aurtavyt+b) +(anrtany+6,) =1. 
取 仿 射 变换 p， 
z=anrztawyyt+b, 
1 
在 仿 射 变换 p 下 ,二 次 曲线 T, 成 为 媚 ， 
类 似 地 可 以 证 明 抛物 线 , 双 曲线 的 情况 ,这 证 明了 
定理 4.2.3 仿 射 平面 上 任意 两 个 椭圆 全 等 ,任意 两 条 双 曲 
线 或 抛物 线 也 分 别 全 等 . 


4.2.2 仿 射 二 次 曲线 的 中 心 ,直径 与 渐 近 线 


定义 4.2.2 无 穷 远 直 线 关于 二 次 曲线 的 极点 叫 二 次 曲线 的 
中 心 ， 

对 于 椭 加 与 双 曲 线 ,a 都 不 是 自 共 办 直线 , 它 的 极点 不 在 二 次 
曲线 上 ,也 不 在 <- 上 ,椭圆 或 者 双 曲 线 的 中 心 在 仿 射 平面 上 .而 对 
于 抛物 线 ,a. 的 极点 是 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 ,抛物 线 的 中 心 不 是 仿 
射 平面 上 的 点 .因此 也 称 抛物 线 是 无 心 曲 线 , 称 酉 圆 与 双 曲 线 是 中 
心 二 次 曲线 .二 次 曲线 上 任意 两 点 决定 的 线段 叫 二 次 曲线 的 至 , 称 
此 线段 的 中 点 是 弦 的 中 点 .中 心 的 几何 性 质 由 下 面 性 质 给 出 . 
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性 质 4.2.4 过 中 心 的 二 次 曲线 的 弦 以 中 心 为 中 点 . 
证 设 AB 是 二 次 曲线 的 过 中 心 C 的 弦 ,P。 是 直线 AB 上 的 
无 穷 远 点 ,由 于 C 是 a 的 极点 ,C 与 P- 共 斩 ， 
R(AB,CP.)= -1, 
即 A(ABC)= -1, 因 此 C 是 弦 AB 的 中 点 .图 4-2-3 是 椭圆 的 
情况 . 
二 次 曲线 本: 避 ajzizx; =0 的 中 心 满 足 : 
aizi+alzzz+aszs=0， 
| +az2zz+aszs=0， 0 天 0. 
aazi+axszaz+asz3s 三 0， 
仿 射 坐标 下 ,中心 C(xz,y) 是 下 列 方程 的 解 : 
auT+awyt+as=0, 
a 
求 中 心 的 这 一 公式 与 解析 几何 中 的 公式 是 一 致 的 . 
不 难 算得 , 双 曲 线 在 标准 方程 z* 一 y* =1 下 的 中 心 是 原点 ; 
椭圆 在 方程 z* + y = 1 下 中 心 也 是 原点 . 


图 4-2-4 


图 4-2-3 
二 次 曲线 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 在 一 直线 上 


性 质 4.2.5 
证 如 图 4-2-3 或 4-2-4, 设 二 次 曲线 的 一 组 平行 弦 过 


点 Ps。 Ea。 ,EF 是 其 中 任意 一 条 平行 弦 , EF 的 中 点 G 是 P- 的 共 
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斩 点 ,G 在 已 -的 极 线 上 .因此 与 EF 平行 的 弦 的 中 点 都 在 P。 的 极 
线 上 .图 4-2-4 是 抛物 线 的 情形 . 

如 果 过 无 穷 远 点 P- 的 直线 与 二 次 曲线 没有 实 交点 , 它 与 二 
次 曲线 有 一 对 共 斩 的 虚 交 点 , 设 为 S(z,z:),T(zi,zs) ,它们 的 


中 点 (于 了 至, 王 二 到 | 是 实 点 ,这 一 点 也 在 P 的 极 线 上 .我 们 把 


ee ST 是 二 次 曲线 的 虚 弦 . 

定义 4.2.3 二 次 曲线 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 为 二 次 曲线 的 直 
径 . 

由 性 质 4.2.5 的 证 明 可 得 : 

推论 4.2.6 (i) 中 心 二 次 曲线 的 直径 过 中 心 ; 

(ii ) 抛物 线 的 直径 互相 平行 . 

证 设 & 是 过 Ps 的 平行 弦 的 中 点 轨迹 ,4 是 P。 的 极 线 ;由 配 
极 原理 ,无 穷 远 直 线 的 极点 也 在 4 上 .对 于 中 心 二 次 曲线 ,无 穷 远 
直线 的 极点 是 中 心 ; 对 于 抛物 线 ,无 穷 远 直线 的 极点 是 抛物 线 上 无 
穷 远 点 .这 证 明了 ,中 心 二 次 曲线 的 直径 过 中 心 ;抛物 线 的 直径 互 
相 平 行 . 

设 P。(4, 4,0) 是 一 无 穷 远 点 , 它 不 在 二 次 曲线 卫 : 
Daszix, =0 上 .了 的 极 线 是 过 已 。 的 平行 弦 的 中 点 的 轨迹 ,是 二 
次 曲线 的 直径 .所 以 二 次 曲线 的 直径 总 可 以 表示 成 

AM(anz+aoy+aas)+Hpaozr+az2y+as)=0. 
记 Fi(r,y)=aunz +awytans=0,F,(z,y)=arr+ayy+ 


aa=0, 则 


AFi(x,y)+ pF,(x,y)=0, 
即 
(Mai + yaw)r+ (Aaw + pan)y + Aars + yas =0. 
这 一 公式 与 解析 几何 中 的 直径 公式 也 是 一 致 的 .由 假设 已- 不 在 
二 次 曲线 P 上 ,au 和 +2awAhp + any 关 0, 所 以 han + par =0， 
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haw + paz =0 不 能 同时 成 立 ,AMF,(z,y)+ApF:(r,y)=0 是 仿 射 
平面 上 的 一 条 直线 . 

按照 解析 几何 的 语言 ,如 果 at 和 2 +2ays4p + azz py? =0, 则 称 
4:4 为 二 次 曲线 的 渐 近 方向 . 

定义 4.2.4 ”二 次 曲线 上 无 穷 远 点 处 的 切线 称 为 二 次 曲线 的 
渐 近 线 . 

由 定义 立即 知道 , 双 曲线 有 两 条 渐 近 线 ; 而 椭圆 没有 实 的 渐 近 
线 ;抛物 线 的 渐 近 线 是 无 穷 远 直 线 , 因 此 也 说 抛物 线 在 仿 射 平面 上 
没有 渐 近 线 . 对 于 双 曲 线 来 说 , 它 的 中 心 也 是 无 穷 远 直线 的 极点 ， 
也 是 双 曲 线 上 无 穷 远 点 处 的 切线 的 交点 .于 是 有 

性 质 4.2.7 od 


双 曲线 二 六 =1 的 中 心 是 原点 0(0,0)， 渐 近 线 是 过 + 立 


=0 与 二 = 天 二 人 图 4-2-5 给 出 了 渐 近 线 的 两 种 画 法 ,前 一 种 


直到 人 双生 磋 肌 半 且 后 梨 邮 疾 放 直击 次 
近 线 的 问题 , 常 采用 这 种 画 法 . 


图 4-2-5 


设 P(X1,p1,0),Q。 (Xs,p2,0) 是 双 曲 线 :asziz; =0 
上 两 个 无 穷 远 点 , 即 4, ,y; 满足 
anA’ +2avAhy + azp’ =0, 
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Ai :Ai ha :pa 是 双 曲 线 的 两 个 渐 近 方向 . P- ,Q- 处 的 切线 是 双 
曲线 的 两 条 渐 近 线 
Mauzr+apy+as)+Am(aoz+aoy+as)=0,i=1,2， 
即 
MPF(z,y)+AHAF:(z,y)=0. 

双 曲 线 的 渐 近 线 也 过 中 心 ,但 它 不 是 平行 弦 中 点 的 轨迹 .可 以 
证 明 

性 质 4.2.8 仿 射 二 次 曲线 的 过 中 心 的 直线 除了 双 曲 线 的 渐 
近 线 都 是 平行 弦 中 点 的 轨迹 . 

与 前 面 一 样 ,在 此 性 质 中 ,我 们 把 平行 直线 与 二 次 曲线 交 的 一 
对 共 绒 虚 点 的 连 线 的 中 点 也 看 作 是 平行 弦 中 点 . 

定义 4.2.5 关于 二 次 曲线 共 堪 的 两 条 直径 叫做 一 对 共 z 直 
径 . 

性 质 4.2.9 (i ) 抛物 线 的 直径 无 共 罗 直 径 ; 
(ii ) 双 曲 线 或 椭圆 的 一 对 共 思 直 径 与 无 穷 远 直线 构成 自 极 
三 线形 . 

证 (1i ) 设 C。 是 抛物 线 上 无 穷 远 点 , 它 也 是 抛物 线 的 中 心 . 
如 图 4-2-6, 设 是 抛物 线 的 一 条 
直径 ,Ps 是 & 的 极点 .如 果 wy 是 & 的 
共 生 直径 , 则 7 过 C。 与 & 的 极点 
Ps ,因此 7= a .但 无 穷 远 直线 不 是 
仿 射 平面 上 直线 , 没有 共 固 直径 . 

(ii) 设 &,7 是 一 对 共 思 直 径 ， 
它们 的 交点 是 中 心 C;&§,7,as 关 于 
二 次 曲线 两 两 共 生 , 构 成 自 极 三 线 国生 2 
形 . 图 4-2-7 是 椭圆 的 情形 . 

推论 4.2.10 双 曲 线 或 椭圆 的 平行 于 一 直径 的 弦 的 中 点 在 
它 的 共 恩 直径 上 . 


“I 


图 4-2-7 


证 如 图 4-2-7, 设 是 一 直径 , 则 平行 于 & 的 弦 的 中 点 在 
Ps 的 极 线 7 上 ,7 也 是 的 共 堪 直径 .所 以 平行 于 直径 6 的 弦 的 
中 点 在 它 的 共 恩 直径 7 上 . 同 理 ,平行 于 7 的 弦 的 中 点 在 6 上 . 

如 果 & 是 双 曲 线 或 椭圆 的 一 直径 ,P, 是 其 上 的 无 穷 远 点 ,P。 
的 极 线 就 是 的 共 二 直 径 . 

上 面 用 射影 几何 的 观点 定义 并 讨论 了 二 次 曲线 的 中 心 , 直 径 ， 
共 管 直径 , 渐 近 线 等 解析 几何 中 已 经 讨论 的 概念 .这 些 概 念 在 解析 
几何 里 都 曾 给 出 过 计算 公式 ,作为 练习 ,读者 可 以 把 从 射影 定义 出 
发 得 到 的 公式 与 解析 几何 的 相应 公式 作 一 比较 . 

例 1 设 二 次 曲线 PR:zy+z+y=0, 判 断 它 的 类 型 . 

(1) 求 过 点 P(0,1) 的 直径 与 共 二 直 径 ; (2) 如 果 卫 是 双 曲 
线 求 它 的 渐 近 线 . 

解 ”改写 了 的 方程 为 齐 次 坐标 方程 : ri za + ziza + zzz3 = 
0, 其 矩阵 A 非 退化 , 且 显 然 有 实 轨迹 (过 原点 ). 了 与 无 穷 远 直 线 
交 于 两 点 P-(1,0,0),Q-(0,1,0), 它 是 双 曲 线 . P- ,Q- 处 的 切 
线 就 是 卫 的 渐 近 线 
Xl Ti 


(1,0,0)A |z;|=0, (0,1,0)A |z: | =0. 


3 Ty 


* 183 ， 


仿 射 坐标 下 是 y+1=0 与 ++1=0. 它 们 的 交点 C(-1, -1) 就 是 
双 曲 线 的 中 心 . 

过 点 已 与 中 心 C 的 直线 2x, -x,+x3=0, 即 2x-y+1=0 
就 是 过 P 的 直径 ,此 直径 上 的 无 穷 远 点 P- (1,2,0) 的 极 线 就 是 直 
径 CP 的 共 思 直 径 ， 

2r1+x,+3x;=0, 即 2x+y+3=0. 

以 上 讨论 了 非 退 化 且 有 实 轨迹 的 二 次 曲线 ,如 果 把 由 下 式 

T:iauz +2avrytayy +2asr +2any+ay=0, 
anyaayaz2 不 全 为 0, 定 义 的 仿 射 平面 上 轨迹 叫做 二 次 曲线 .根据 
它 与 无 穷 远 直线 交点 情况 也 可 给 出 分 类 , 仍 记 A= ab - aua2> ，, 则 

(ji ) A>0,T 叫 双 曲 型 曲线 ; 

(ii)A=0, 了 叫 抛物 型 曲线 ; 

( 放 ) A<0, 卫 叫 椭圆 型 曲线 . 

这 样 定义 的 二 次 曲线 的 分 类 由 下 定理 给 出 . 

定理 4.2.11 仿 射 平面 上 二 次 曲线 在 适当 的 仿 射 坐标 下 总 
可 以 化 简 成 下 列 形式 之 一 : 


(1) r+t+y =1; (i) xr -y=1; 
(并 ) y=27; (ivy) zr:+y +1=0; 
(V) r+y =0; (Vi) x* -y=0; 
(Vi) y=1; (vii) y+1=0; 
(iX) y=0; 


证 上 面 情况 (i ) 一 (iv ) 都 是 非 退 化 情况 ,其 中 ( i),( ii)， 
( 诈 ) 在 性 质 4.2.2 中 已 证 明 . 情 形 (iv ) 是 非 退 化 但 无 实 轨迹 的 情 
形 , 它 也 可 采用 自 极 三 点 形 (以 a 为 一 边 ) 来 简化 .因此 只 要 考虑 
退化 情形 . 
设 T:anx +2awrzy+awy +2awx+2any+as=0 是 退 
化 二 次 曲线 , 它 的 矩阵 A = (ai ) 退 化 ,矩阵 A 的 秩 是 1 或 2.T 的 
齐 次 方程 是 了 ajziz; =0. 
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(1) 矩阵 A 的 秩 是 2, 这 时 厂 上 有 了 唯一 的 奇 点 , 设 为 P, 如 果 
P 是 仿 射 平面 上 点 ,可 以 取 P 为 仿 射 坐标 的 原点 .由 P(0,0) 是 奇 
点 可 得 ca = as = aa =0, 并 方程 成 为 au zz +2a zy + ayy = 


0. 取 非 退 化 矩阵 阳 = 本 | ,使 "| 


QI ay 
| 成 为 对 角 阵 


21 22 a 22 


Ee , | 通过 伪 射 汪 标 变换 | bu bny ， 则 可 使 方程 
0 &b, y= bux +bry, 
成 为 
bixr +b,y=0. 
由 于 矩阵 A 的 秩 是 2, bb 天 0. 对 6b1,6b, 的 符号 进行 讨论 , 进 一 
步 化 简 可 得 定理 中 ( V ),( Vi ) 两 种 情况 . 
(2) 矩阵 A 的 秩 是 2, 但 的 奇 点 在 无 穷 远 直线 上 , 取 仿 射 
坐标 系 使 此 奇 点 是 x 轴 上 无 穷 远 点 (1,0,0) ,这 时 可 得 
at=aa=aas=0， 
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了 成 为 oa 交 +2aay+an=0, 且 天 0. 进 一 步 化 简 可 


Q23 Q33 
得 情形 (vii) 与 (Vii) . 

(3) 矩阵 A 的 秩 是 1, 奇 点 构成 直线 .如 果 奇 点 构成 无 穷 远 直 
线 , 则 类 似 上 面 证 法 可 得 cu = au = az = au = aa=0, 与 了 为 仿 
射 二 次 曲线 矛盾 .因此 六 的 奇 点 是 仿 射 平面 上 直线 . 取 它 为 z 轴 ， 
则 P(z, ,0,zs ) 都 是 奇 点 ,这 时 除 az 外 其 余 均 为 0, 所 以 工 方程 
是 awy*=0, 即 y=0, 此 即 情形 (ix). 


习题 4.2 


1. 确定 以 下 仿 射 二 次 曲线 的 类 型 ,如 果 是 双 曲 线 , 求 出 它们 的 中 心 与 渐 
近 线 : 
(1) 8z* +4zy+5y +8r-16y-16=0; 
(2) zx? — 4xy-2y +10r+4y=0; 
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(3) 3z +2y -2r+y-1=0; 

(4) 4z2z -4xry+y +4r-2y=0. 

2. 证 明 : 抛 物 线 的 任 两 切线 不 平行 ;而 双 曲 线 或 椭 圈 上任 一 切线 存在 另 
一 条 与 之 平行 的 切线 ,此 两 平行 切线 的 切 点 连 线 是 二 次 曲线 的 直径 

3. 双 曲 线 的 任 一 对 共 簿 直径 与 渐 近 线 互 相 调 和 分 割 . 

4. 如 果 内 接 于 二 次 曲线 的 六 边 形 有 两 对 对 边 互相 平行 , 则 第 三 对 对 边 
也 平行 . 

5. 设 A,B,C,D,E 是 二 次 曲线 上 五 点 ,如 果 BC// DE,AD// CE, 则 E 
处 切线 平行 于 AB. 

6. 试 证 ,如 果 过 点 C 有 二 次 曲线 的 两 条 弦 以 它 为 中 点 ,那么 C 是 二 次 
曲线 的 中 心 . 

7. 试 证 内 接 于 二 次 曲线 的 平行 四 边 形 的 两 对 对 边 分 别 平行 于 一 对 共 饱 
直径 , 它 的 两 条 对 角 线 是 两 条 直径 . 

8. 外 切 于 二 次 曲线 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 是 一 对 共 轰 直径 ,并 且 四 切 
点 连 线 也 构成 一 个 平行 四 边 形 . 


9. 求 仿 射 平面 上 过 点 (0,0),( -1, -2),(0,2), 一 直径 是 2z+y=3 的 
抛物 线 . 

10. 设 M 是 抛物 线 上 弦 AB 的 中 点 ,C 是 AB 的 极点 ,证 明 线段 CM 与 
抛物 线 的 交点 是 它 的 中 点 . 


11. 在 三 点 形 ABC 的 AC ,BC 上 分 别 取 动 点 P， 
Q, 使 A(PAC) = A(QCB). 试 证 明 PQ 构成 一 条 二 
级 曲线 ,其 对 应 的 仿 射 二 次 曲线 是 抛物 线 . 
12. 设 PP' 是 有 心 二 次 曲线 的 直径 , Q 是 二 次 曲 
线 上 另 一 点 ,P 处 切线 与 P'Q 交 于 B,R 是 已 与 Q 处 
切线 的 交点 .求证 ,R 是 PB 的 中 点 . 
13. 设 AC,BC 是 二 次 曲线 的 切线 , 切 点 是 A， 
B, 一 条 过 C 的 直线 交 二 次 曲线 于 E,F,D= AB x 
EF. 过 下 作 AB 的 平行 线 交 AC , BC 分别 于 P,Q, 记 已 
G= ABx PE,H= ABx QE. 试 证 ， 习题 12 
(1) G 是 AD 的 中 点 ,有 H 是 DB 的 中 点 ; 
(2) PQ 是 二 次 曲线 的 切线 的 充 要 条 件 是 DD 是 AB 的 中 点 - 
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习题 13 


$4.3 欧 氏 几何 


4.3.1 虚 点 、 虚 直线 


到 现在 为 止 ,我们 主要 在 实数 范围 内 讨论 问题 .为 了 从 射影 几 
何 的 观点 研究 欧 氏 几何 ,将 射影 几何 的 知识 运用 到 欧 氏 几何 ,我 们 
要 使 用 复数 .如 前 面 已 经 提 到 的 ,坐标 是 复数 的 点 或 直线 是 射影 平 
面 , 仿 射 平面 或 者 欧 氏 平面 上 的 虚 点 或 虚 直 线 .可 以 把 共 线 四 点 与 
共 点 四 直线 的 交 比 等 概念 推广 到 其 中 有 虚 点 或 虚 直 线 的 情形 , 计 
算 方 法 与 实 的 情况 类 似 .也 可 证 明 这 时 $ 1.5 中 定理 1.5.1, 性 质 
1.5.2 等 仍然 成 立 . 

例如 ,A(2, i ,1),B(4, i ,2) 是 两 虚 点 ,它们 决定 的 直线 是 
zi 一 2xzs=0. 它 是 实 直线 ,A,B 是 此 直线 上 的 虚 点 ,点 C(2,0,1) 
是 AB 上 实 点 ,由 

c=-at+b,d=a+b,e=(1l+ j)a+p 

决定 的 点 D(6,2i,3) 是 A,B,C 的 第 四 调和 点 ,对 于 点 下 (6+ 2i， 
-1+2i,3+i), 交 比 R(4AB,CE)= -1-i,R(AB,DE)=1+i. 

如 果 虚 点 满足 直线 或 者 二 次 曲线 的 方程 , 称 它们 是 直线 或 二 
次 曲线 上 的 虚 点 .我 们 用 下 面 的 例子 说 明 Steiner 定理 可 以 推广 到 
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线束 的 直线 中 有 虚 直线 ,甚至 线束 中 心 就 是 虚 点 的 情况 . 

例 1 设 I(1,i,0),J(1, 一 i,0) 是 无 穷 远 直线 上 两 虚 点 ,过 点 
I 的 直线 ( 除 a 外 ) 都 可 以 写成 &:4(zxi+iz,)+jpr3=0,(A4,p 是 
不 全 为 零 的 复数 ). 将 直线 & 对 应 于 过 点 本 的 直线 :p(x -izx,) 
一 4x =0, 记 此 映射 为 p. 记 直线 x, +izr,=0 为 6,zx, -iz,=0 为 
6'. 则 直线 & 可 表示 成 4 + pa, 可 表示 成 6 -ha ,由 此 可 知 
9 是 线束 了 到 线束 本 的 一 一 的 , 且 保 交 比 的 映射 ,是 射影 映射 .由 
于 g(a )=6',9 不 是 透视 ,对 应 直线 § 与 的 交点 满足 

A(xitir)+ yrs=0, 
ee 
消去 参数 / 得 到 射影 映射 p 的 对 应 直线 交点 的 轨迹 
zi+dzi+zs=0. 

这 是 一 条 没有 实 轨迹 的 非 退 化 二 次 曲线 ,线束 中 心 1,J 也 在 此 二 
次 曲线 上 . 

采用 例 1 的 记号 ,如 果 线 东 T,J 之 间 的 映射 p 的 对 应 为 , 16 
+ jaw 变 成 6 + Xa ,那么 映射 pq 决定 的 轨迹 是 

+ -zi=0. 

这 是 一 条 有 实 轨迹 的 非 退 化 二 次 曲线 ,线束 中 心 1,J 也 在 此 二 次 
曲线 上 . 

关于 二 次 曲线 的 极点 , 极 线 ,切线 , 共 二 等 概念 也 可 以 推广 到 
虚 点 , 虚 直 线 的 情况 ,所 用 公式 的 形式 不 变 . 这些 性 质 的 证 明 只 要 
把 原来 的 证 明 稍 加 修改 即 可 . 

例 2 采用 例 1 中 二 次 曲线 P:zi+xzi+xzi=0, 它 没有 实 轨 
迹 , 仿 射 坐标 下 是 xz* + y+1=0, 可 以 看 作 一 个 虚 椭 圆 .过 无 穷 远 
直线 a。 上 点 P。 (1,0,0) 的 直线 rz: + Mzs = 0(》 是 实数 ) 是 仿 射 平 


面 上 一 组 平行 线 . 此 直线 与 交 于 一 对 共 思 虞 点 A(iVX +1， 


一 4,1),B(-iVX +1, 一 4,1). 虚 线段 AB 的 中 点 是 (0, - ^， 
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1) , 它 是 实 点 .因此 过 已- 的 平行 直线 与 二 次 曲线 卫 的 交点 所 成 虚 
弦 的 中 点 轨迹 是 直线 zx=0, 它 正 是 点 P-(1,0,0) 关 于 了 的 极 线 . 
无 穷 远 直线 关于 卫 的 极点 O(0,0,1) 是 丁 的 中 心 .显然 z=0 过 
中 心 0.1(1,i,0) 是 全 上 的 虚 点 , 它 的 极 线 xz, + izz=0 与 卫 交 于 
二 重 ( 虚 ) 点 ,因此 zx, +iz,=0 也 是 I 处 切线 . 厂 上 另 一 无 穷 远 虚 
点 本 处 切线 是 zx, - ix, =0. 

上 面 简要 地 说 明了 虚 点 , 虚 直 线 的 一 些 有 关 性 质 .要 注意 并 不 
是 所 有 坐标 分 量 为 复数 的 点 都 是 虚 点 ,如 (3i,5i,6i) 与 (3,5,6) 成 
比例 ,(3i,5i,6i) 不 是 虚 点 .在 涉及 虚 点 与 虚 直 线 时 应 该 谨慎 从 事 ， 
并 不 是 所 有 性 质 , 公 式 都 适用 于 虚 点 , 虚 直 线 .例如 , 欧 氏 平面 上 点 
的 距离 ,直线 之 间 夹 角 的 原 有 公式 不 能 应 用 于 喉 点 , 虚 直 线 .再 一 
次 说 明 , 虚 点 、 虚 直线 本 身 不 是 射影 平面 上 的 点 ,是 为 了 研究 的 需 
要 引进 的 


4.3.2 欧 氏 变换 与 欧 氏 几何 


在 $ 4.1, 我 们 把 射影 平面 上 一 条 直线 特殊 化 ,得 到 仿 射 平面 . 
特殊 直线 <- 上 的 点 不 再 是 仿 射 平面 上 的 点 ,使 < 不 变 的 直射 是 
仿 射 平面 上 的 仿 射 变换 . 取 定 仿 射 平面 上 坐标 (z,y), (zi,za， 
xz; ) 是 对 应 的 齐 次 坐标 . 对 于 平面 上 任意 两 点 P(x1,y1), Q(x;， 
yy ) ,定义 它们 的 距离 

d(P,Q)=V (zi -x2) + (yyy) 
这 样 的 距离 叫 欧 氏 距离 ,定义 了 欧 氏 距离 的 平面 叫 欧 氏 平 面 ,( 并， 
y) 叫 点 的 欧 氏 坐标 或 直角 坐标 , 欧 氏 平面 记 为 E*. 

欧 氏 平面 上 两 点 P, Q 决定 向 量 P@= | z; - ri,y: - yj 如 
果 向 量 六 = tu ,aa 和 = |v ,v1, 则 由 欧 氏 距离 自然 地 定义 了 
向 量 芭 ,5 的 内 积 

T= uv + Uv,. 
向 量 立 , 的 夹 角 太 ( 立 ,5) 由 下 式 确定 
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cos LE,0)= 人， lil=VE, |5|=VD3. 

定义 4.3.1 称 无 穷 远 直线 上 点 1(1,i,0) 与 J(1, -i,0) 是 辕 点 . 

对 圆 点 工 的 坐标 取 复 数 共 因 ,就 得 到 j 的 坐标 ,二 ,J 是 无 穷 远 
直线 上 的 一 对 共 恩 的 虚 点 . 

定义 4.3.2 ”如果 仿 射 变换 p 保持 圆 点 不 变 , 即 它 把 圆 点 变 
成 圆 点 , 称 p 是 欧 氏 平面 上 的 相似 变换 . 

如 果 p 是 仿 射 变换 , 则 pg(1)= 1,p(J)=J 或 p(1)=J， 
gp(J) = 工 下 面 的 性 质 给 出 相似 变换 的 表示 式 . 


5 1 Lt bi 
性 质 4.3.1 设 p: ei 了 + | am 
Ps a anJly b2 
面 上 的 相似 变换 ,那么 存在 常数 和 >0 及 9， 
Aoos 9 Asin 0 
(1 妈 果 9CD=TeO)=J 骨 人 可 以 下 ee |， 
一 Msin 0 Maos 0 
四 _ yn|A050 Asin0 
(i ) 如 果 CD=JeO)=1 骨 AD Si 中 
证 将 p 表示 成 
zl an an bz 
pe za|=|lar an bs| lz. 
Xs 0 0 ts 


(1 ) 由 于 1,J 是 一 对 共 罗 的 虚 点 ,如 果 p(T) = 了, 则 p(J) = 
了 ,只 要 考虑 p(1) = I. 这 时 有 非 零 复数 z 使 得 : 
ait+iaiz=Z， 
人 
于 是 a =aw=Rez,aw= 一 ax=Im zx,(Rez,Im xz 分别 是 z 的 
实 部 与 虚 部 ). 记 1]z|= 4,z=34cos 0+iXsin 9, 则 有 人 A= 
Acos 0 Asin 0 
ES, hs 
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(ii ) 从 pg(1)=J 也 可 得 gp(J)= 了 .假设 g(1)=J, 则 有 


auntiaz= xz, 
Qa tiaz 三 一 iz. 


类 亿 可 得 4-| Mo Asin 0 _ 

Msin0 -Acos0 
另 一 方面 ,容易 证 明 系 数 径 阵 是 | is 9 en | 
-Asing AMcos 0 


Acos 0 Asin0 
= 0 -Acos0 
上 的 相似 变换 . 

性 质 4.3.1 中 仿 射 变换 的 系数 矩阵 A 满足 A”…A = 41; 且 
在 (1 ) 时 ,|4A1=》) ,在 (ii ) 时 ,|1A|= 一 .4 叫 相似 变换 g 的 相 
似 比 . 

定理 4.3.2 (1) 欧 氏 平面 上 所 有 的 相似 变换 构成 群 , 叫 相 似 
变换 群 , 它 是 仿 射 变换 群 的 子 群 ; 

(2) 如 果 相似 变换 9 的 相似 比 是 4, 则 对 欧 氏 平面 上 任意 两 
点 P,Q ,它们 的 像 P' = p(P),Q' = p(Q), 都 有 

IP'Q'|_ 


| 多 信和 变换 一 定 保持 图 点 不 ,是 隐 氏 平面 


TPQT ™*- 
证 性 质 4.3.1 中 9 表示 式 可 以 统一 表示 成 
| -4 I Ex a 
9 : 了 可 » 
它 的 系数 矩阵 A= | " 人 | 两 Ar A= 7P 工 对 于 平 本 上 任 
a a 


两 点 P(zi,yi),Q(za,y ), 它 们 的 像 P' (zi ,y1),Q' (xz,y2). 
利用 


TI TX 


区 一 2 


3 一 2 


It Ys 
a 1 


区 


1PQ=(z -zy) 


yy2 

得 

1IPQ=(z -zy -AT A -ry -=A |PQ|. 
定理 4.3.2 的 几何 意义 是 ,相似 变换 把 欧 氏 平面 上 任意 一 个 

三 角形 变 成 它 的 相似 三 角形 ;把 欧 氏 平面 上 一 个 图 形变 成 它 的 相 

似 图 形 .这 也 说 明 ,相似 变换 保持 欧 氏 平面 上 任意 两 直线 的 夹 角 . 

可 以 证 明 , 如 果 欧 氏 平面 上 的 变换 使 581| = 》 对 任意 两 点 P,Q 


总 成 立 , 此 变换 为 相似 变换 . 
定义 4.3.3 如果 相似 变换 p 的 相似 比 =1, 这 时 9 的 系数 
矩阵 A 是 正 交 矩阵 , 即 AI.A= 了 , 称 p 是 欧 氏 平面 上 的 网 氏 变 换 . 
不 难 证 明 ,对 任 一 个 二 阶 正 交 和 矩阵 A 总 有 实数 0, 使 A 可 以 
表示 为 


cos sin 0 
一 sin 0 cos | 

由 欧 氏 变换 的 定义 ,下 面 的 定理 成 立 . 它 也 可 利用 正 交 和 矩阵 与 
正 交 和 矩阵 相 乘 仍 是 正 交 和 矩阵 来 证 明 . 

定理 4.3.3 ” 欧 氏 平面 上 所 有 的 欧 氏 变换 构成 群 , 叫 欧 氏 变 
换 群 , 它 是 仿 射 变换 群 的 子 群 ,也 是 相似 变换 群 的 子 群 . 

按照 定义 , 欧 氏 平面 上 的 仿 射 变换 群 ,相似 变换 群 , 欧 氏 变换 
群 的 关系 是 

仿 射 变换 群 卫 相似 变换 群 卫 欧 氏 变换 群 . 

在 $2.1 里 曾 讨论 过 一 些 欧 氏 变换 ,如 旋转 ,平移 ,反射 等 ,对 
于 旋转 或 平移 ,变换 矩阵 A 的 行列 式 等 于 1; 而 对 于 反射 ,A 的 行 
列 式 等 于 -1. 有 趣 的 是 关于 直线 的 反射 可 以 生成 一 切 欧 氏 变换 . 
例如 ,关于 两 条 相交 直线 的 连续 两 次 反射 的 结果 是 旋转 ,旋转 中 心 
是 两 直线 的 交点 ;关于 两 条 平行 直线 的 连续 两 次 反射 的 结果 是 平 
移 .而 相似 变换 总 可 表示 为 形 如 
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cos0 sin0 


sin0 一 cos0 


A 0|jz 
> 0 和 中 
的 位 似 变 换 与 一 个 欧 氏 变换 的 合成 . 

欧 氏 平面 上 在 任意 欧 氏 变换 下 不 变 的 性 质 叫 网 外 性 质 ,相应 
的 几何 叫 欧 氏 几何 .由 定理 4.3.2( 这 时 = 1) ,两 点 之 间 的 距离 ， 
两 直线 的 夹 角 都 是 欧 氏 性 质 . 欧 氏 平面 上 可 以 由 距离 和 夹 角 表 示 
的 性 质 都 是 欧 氏 性 质 .三 角形 的 高 ,中 线 , 角 平 分 线 ,正弦 定理 , 余 
弦 定 理 等 中 学 平面 几何 讨论 的 内 容 都 是 欧 氏 几何 内 容 . 下 面 的 定 
理 进一步 说 明 距离 是 欧 氏 平面 的 基本 不 变量 . 

定理 4.3.4” 欧 氏 平面 上 的 映射 是 欧 氏 变换 的 充 要 条 件 是 它 
保持 任意 两 点 之 间 的 距离 . 

证 由 定理 4.3.2, 欧 氏 变 换 
保持 任意 两 点 之 间 的 距离 ,只 要 证 
明 充 分 性 . 设 映射 p 保持 点 的 距 
离 , 易 知 p 是 单 射 .如 果 A, B,C 
是 不 共 线 的 三 点 ,A’= p(A),B = 
p(B),C’ = gp(C) 是 它们 的 像 .由 
于 9g 是 等 距 ,人 ABC 与 全 ABC- 图 4-3-1 
是 全 等 的 ,A , B',C' 不 共 线 .这 也 
证 明了 如 果 A ,B,C 共 线 ,那么 A",B…C-“ 也 共 线 .因此 9 把 直线 
变 成 直线 ,并 且 保 持 直 线 之 间 的 夹 角 . 9 把 直角 坐标 系 O - zy 变 
成 直角 坐标 系 0 - z 3 ,其 中 zx“ 轴 与 y 轴 分 别 是 zx 轴 与 y 轴 在 映 
射 pg 下 的 像 ,(O’ -zx'y 可 能 是 左手 系 的 ). 如 果 P(z,y) 是 欧 氏 
平面 上 任 一 点 , 它 在 p 下 像 是 P'(x ,y ), 由 于 9 是 等 距 ,P' 在 坐 
标 系 0' 一 xz'y 下 坐标 也 是 (xz,y). 利 用 直角 坐标 变换 公式 可 知 映 
射 p 的 表示 式 为 : 


区 


sis 


其 中 A= 的 人 "是正 交 短 隆 ,p 是 欧 氏 变换 . 
在 $1.5 我 们 已 经 证 明了 , 欧 氏 平面 上 共 线 点 的 单 比 与 交 比 
都 可 用 距离 表示 ;线段 AB 的 仿 射 中 点 也 是 距离 意义 下 的 中 点 .在 


欧 氏 平面 上 , 单 比 A(PQR) = zR ,这 里 PR 与 QR 可 以 看 成 线段 


的 有 向 距离 .同样 , 交 比 R(AB,CD) = ASG.BP 中 AcC,BC,BD， 


BC AD 
AD 也 可 看 成 线段 的 有 向 距离 . 

下 面 叙 述 并 证 明正 . Laguerre 的 一 个 定理 , 它 建立 了 欧 氏 平面 
上 两 直线 的 夹 角 与 交 比 的 关系 .此 定理 在 第 五 章 与 第 六 章 讨论 双 
曲 与 椭圆 几何 时 也 有 用 . 

设 A 是 欧 氏 平面 上 的 普通 点 ,A 与 圆 点 的 连 线 AT, AJ 称 为 
过 A 的 极 小 直线 .对 于 点 A(al,a;,a;), 极 小 直线 AI 的 方程 是 
iaszi ~ ars- (iat -ay)xz3=0,AJ] 是 -iayzi -aszz+(iar + 
az)z3=0. 如 果 复 数 z=pe”,p>0, -x<90<7, 则 lIn zx=lno+ig 
叫做 复数 z 的 自然 对 数 的 主 部 . 

定理 4.3.5(Laguerre) 设 ,7 是 欧 氏 平面 上 两 直线 ,rz, ,rt 
是 过 A =&X7 的 极 小 直线 , 则 & 与 5 的 夹 角 是 


6= 于 linR(8,rirz)1. 
证 如 图 4-3-2, 设 直线 ,7 的 方程 是 


é€:rsina— ycosat+A=0, 
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7:zsin B- ycos B+ p=0, 
其 中 a,B 分 别 是 直线 ,7 与 x 轴 的 夹 
角 ,0 二 a,B<x,9= |a -P|. 四 直线 &,7， 
riyr; 与 aw :Xx;=0 的 交点 依次 是 
(cos a,sin a,0),(cos B,sin B,0), 
(1,i,0),(1, ~i,0). 
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因此 
cosa 1 cos B | 
sina i sinp -i on 
R ee he A RE 
(rr) os | cosa 1[ ® 
sinp i sina 一 i 
所 以 


1 
NInR(én, rr )=a—p. 


推论 4.3.6 欧 氏 平面 上 直线 6: 6,x + y+ 63=0 与 9: nx 
+7 思 3?y+ 力 =0 垂 直 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 件 之 一 成 立 : 

(1) 名 n+ 和 y=0; (ii) 6,y,riyrs 是 调和 直线 . 

证 所 加 + 所 思 =0 是 熟知 的 两 直线 垂直 的 条 件 . 

另 一 方面 ,由 Laguerre 定理 R( 纪 ,rir:)=etr= -1, 即 0= 


广 linR(8n, rrs)| = 至 的 充 要 条 件 是 与 垂直. 


4.3.3 欧 氏 二 次 曲线 


下 面 讨论 射影 几何 在 欧 氏 平面 二 次 曲线 问题 上 的 运用 .在 
$4.2 中 讨论 的 二 次 曲线 的 中 心 ,直径 , 渐 近 线 等 内 容 在 欧 氏 平面 
上 仍 成 立 ,而 且 可 以 给 以 新 的 内 容 . 警 如 ,由 于 欧 氏 平面 上 线段 的 
中 点 就 是 距离 意义 下 的 中 点 ,过 中 心 的 二 次 曲线 的 弦 也 以 中 心 为 
距离 意义 下 的 中 点 ; 渐 近 线 在 距离 意义 下 也 是 双 曲 线 的 渐 近 线 ,也 
就 是 说 双 曲 线 上 点 到 渐 近 线 的 距离 随 着 双 曲 线 上 点 到 中 心 的 距离 
增加 而 趋 近 于 0. 有 关 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 焦点 , 准 线 的 讨论 见 
§4.4. 

欧 氏 平面 上 二 次 曲线 

anz +2anzytany +2asr +2any+ans=0 
是 圆 (包含 了 虚 圆 ,点 圆 ) 的 充 要 条 件 是 
an=az 天 0， ao=0. 
汪汪 有 


性 质 4.3.7 二 次 曲线 是 圆 的 充 要 条 件 是 它 经 过 两 个 圆 点 . 

证 明 很 简单 , 留 作 练习 . 

推论 4.3.8 欧 氏 平面 上 不 共 线 的 三 点 决定 一 圆 . 

证 设 A,B,C 是 欧 氏 平面 上 不 共 线 的 三 点 , 则 A ,B,C,1， 
J 是 无 三 点 共 线 的 五 点 ,由 推广 的 Steiner 定理 ,它们 决定 一 条 二 
次 曲线 .由 于 圆 点 1,J 是 一 对 共 思 虚 点 ,可 以 证 明 此 二 次 曲线 本 
质 上 是 实 曲 线 .由 性 质 4.3.7, 此 二 次 曲线 是 圆 . 

推论 4.3.9 圆 的 同一 弧 上 的 圆周 角 相 等 

证 设 A,B,C,D 是 圆 上 四 点 , 圆 点 也 在 圆 上 ,由 Steiner 定 
理 

R(CACB, CICJ) = R(DADB ,DID]). 

CI, CJ( 同 理 DI, Dj) 是 过 C(D) 的 极 小 直线 ,由 Laguerre 定理 ， 
ZACB= LADB. 


例 3 求 燃 回 夺 + 当 =1 的 纺 , 使 它 在 A(2,1) 处 被 等 分 ,并 
求 梢 加 的 平行 于 此 弦 的 弦 的 中 点 轨迹 . 

解 、 如 果 直 线 # 与 实 加 的 交点 以 A 为 中 点 ,P 是 直线 《上 
的 无 穷 远 点 , 则 点 A 与 忆 -共生 , 所 以 《与 A 的 极 线 平行 .点 A 关 


于 椭圆 的 极 线 是 


oo or- 
© 
汕 


(2,1,1) 


© 上 | 一 


0 
即 邹 z+ 序 y-1=0, 它 的 过 A 的 平行 线 
€:8tr+9y-25=0 
为 所 求 纺 .其 上 的 无 穷 远 点 (证 ，- 训 ,0 ] 的 极 线 
r-2y=0 
Ss 


就 是 平行 于 的 弦 的 中 点 轨迹 .证 明 留 给 读者 . 

例 4 一 直线 交 欧 氏 平面 上 双 曲 线 于 P;Q , 交 双 曲线 的 渐 近 
线 于 A,B, 则 AP= QB. 

证 下 面 证 明 图 4-3-3(a) 中 直线 与 双 曲 线 两 支 各 交 一 点 
的 情况 , 另 一 种 情况 留 作 练习 .如 图 4-3-3(b), 设 直线 AB 交 无 
穷 远 直 线 于 R。 , OP。, OQ。 是 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 . 设 R。 关 于 
双 曲 线 的 极 线 是 OT . 记 D= AB x OT。, 则 DD 与 R。 共 轿 . 所 以 


图 4-3-3 
R(PQ ,DR-)= -1, 
DD 是 PQ 的 中 点 . 同 理 R(Q-P-,R-T-)=-1,0OQ-,OP。， 


OR。, OT。 是 调和 直线 ,因此 又 有 
R(AB,DR.)= -1. 

故 D 也 是 AB 的 中 点 ,因此 AP= QB. 

此 例 给 出 了 下 面 作 图 问题 的 解法 : 

设 ,7 是 欧 氏 平面 上 两 条 相交 直线 ,P 是 不 在 直线 4,y 上 的 
点 , 求 作 以 &,7 为 渐 近 线 ,过 点 已 的 双 曲 线 上 的 其 他 点 . 

在 上 一 节 ,我 们 证 明了 二 次 曲线 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 是 直线 ， 
称 为 二 次 曲线 的 直径 .此 命题 也 可 叙述 成 :二 次 曲线 的 过 无 穷 远 点 
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的 弦 的 中 点 轨迹 是 直径 . 

下 面 把 此 命题 中 无 穷 远 点 改 为 普通 点 , 求 二 次 曲线 的 过 普通 
点 的 弦 的 中 点 轨迹 . 

例 $S 设 A 是 欧 氏 平面 上 定点 , 求 二 次 曲线 了 的 过 点 A 的 弦 
的 中 点 轨迹 ,并 讨论 所 得 轨迹 与 原 曲线 的 关系 . 

解 如 图 4-3-4, 设 C 是 二 次 曲线 卫 的 中 心 , 如 果 卫 是 抛 
物 线 , 则 C 是 无 穷 远 点 .如 果 A 
是 二 次 曲线 的 中 心 ,轨迹 退化 为 一 
点 ,就 是 中 心 .以 下 假设 A 不 是 二 
次 曲线 的 中 心 . 

设 过 A 的 直线 与 a 交 于 
P。 ,Ps 的 极 线 是 过 中 心 C 的 直 
线 .点 P= 名 x AP。 与 Ps。 关于 图 4-3-4 
厂 共 v, 它 是 AP 关于 二 次 曲线 
所 成 弦 的 中 点 .根据 第 三 章 性 质 3.2.8, 点 Ps。 到 P's。=& Xa。 决 
定 无 穷 远 直线 上 的 一 个 对 合 , 所 以 有 线束 A 与 C 之 间 的 射影 映射 

A(AP。，) 关 C(E，…)， 
它 的 对 应 直线 的 交点 的 轨迹 是 一 条 二 次 曲线 .这 就 是 过 定点 A 的 
二 次 曲线 弦 的 中 点 轨迹 , A, C 也 在 此 二 次 曲线 上 . 设 所 得 二 次 曲 
线 是 有 ,下面 考 虑 三 退化 的 条 件 . 

如 果 荆 退化, 则 4(AP。 ,…) 六 C(&',…) 是 透视 ,这 时 CA 
是 自 对 应 直线 .由 此 映射 的 构造 ,这 时 CA 上 无 穷 远 点 及 -是 自 共 
示 点 ,CA = CR 是 自 共 轿 直线 , 它 就 是 R, 处 的 切线 .由 于 A 是 
欧 氏 平面 上 点 , CA 不 是 无 穷 远 直线 ,不 难 知道 这 时 本 是 双 曲 线 ， 
A 在 渐 近 线 CR- 上 . 

下 面 求 忆 的 解析 表示 . 设 二 次 曲线 了 的 方程 是 (x,y,1) 


这 


Aiy|=0, 定 点 A(zxo,yo). 过 点 P(z,3) 与 A 的 直线 的 参数 方 


1 
“1308. 


程 可 以 表示 成 

T=E+1(E- x0), 

0 
直线 AP 与 的 交点 由 下 式 给 出 : 
+t(F- rx) 
(元 +t( 元 -xzo),y+t(7-yo),1)A|7y+t(7-y) |=0. 
1 
点 已 是 直线 AP 与 的 交点 所 成 弦 ( 包 含 交 于 一 点 或 一 对 共 轿 虚 
点 所 成 弦 的 情况 ) 的 中 点 的 充 要 条 件 是 上 式 的 两 根 z, 与 t, 之 和 


为 0, 即 


(z-z0,3-y0,0)A =0. 


记 Fi(z,y)=anztavytas,F (xr,y)=arrt+ayy t+ a. 
我 们 证 明了 ,P(x,y) 是 过 点 A 的 弦 的 中 点 的 充 要 条 件 是 
(zzo)Fi(z,y)+(y 一 yo)Fz(z,y)=0， 
此 即 二 次 曲线 三 的 方程 .了 与 一 的 二 次 项 部 分 是 相同 的 ,它们 是 
同类 型 的 二 次 曲线 . 
下 面 是 了 为 标准 方程 的 情况 : 


2 2 
;于 十 沁 = 
(1) TIT: pF 1, 


b 4a®” 40 
2 2 2 2 
(2) T: 互 -加 =1 或 T: 蕊 ~ 为 = -1 
a b a b 
Li 
Ds 二 2 = 
; a b 4a” 40 


» 


(3) T:y =2pr, 
:> 学) =p(z- zo) +4. 
在 上 面 (1),(2) 中 三 仅 与 a2:02 有 关 . 如 果 A(z。 ,yo) 沿 某 一 
直线 趋 于 无 穷 远 点 , 则 厂 ' 成 为 的 一 条 直径 .图 4 一 3 一 5(a) 到 
4-3-5S(c) 是 卫 为 圆 的 情况 ,P 上 虚线 表示 由 过 A 的 直线 与 卫 交 
于 两 虚 点 所 得 的 轨迹 . 


人 


图 4-3-5 


习题 4.3 


1. 设 AB,CD,EF 是 欧 氏 平面 上 二 次 曲线 的 三 条 平行 弦 , 如 图 得 G, 工 ， 
S, 刀 , 试 证 EG= HF ,GL = SH. 


五 
B 
E F A B 
Cc D 
D 


习题 1 习题 2 


2. 如 图 , 设 有 H 是 二 次 曲线 的 弦 AB 上 点 ,CD 与 EF 是 过 H 的 弦 ,K = 
DF x AB,L = CExAB, 求 证 
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其 中 HB ,KH,AH,HL 是 有 向 线段 . 


3. 如 图 , 设 AB ,EF 是 二 次 曲线 的 两 条 不 相交 的 弦 ,直线 EF 与 A,B 处 
切线 分 别 交 于 C,D. 试 证 ,AB 平行 于 EF 的 充 要 条 件 是 CE= FD. 


习题 3 习题 4 


4. 如 图 , 设 AB,EF 是 二 次 曲线 的 两 条 弦 , 相 交 于 O ,直线 EF 与 A,B 
处 切线 分 别 交 于 C,D. 试 证 ,O 是 线段 EF 的 中 点 的 充 要 条 件 是 CE = FD. 

5. 设 椭圆 内 切 于 全 ABC 的 三 边 于 DD,E,F, 而 O 是 AD,BE,CF 的 交 
点 .求证 :O 是 ABC 的 重心 的 充 要 条 件 是 O 也 是 椭圆 的 中 心 ,这 时 AT = 
OD,T 是 AD 与 椭圆 的 另 一 交点 . 

6. 如 图 , 设 T, 与 分别 是 人 ABC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 ,P 是 全 上 任 一 
点 ,过 吕 作 ,的 切线 分 别 交 ,于 Q,R ,证明 QR 也 是 的 切线 . 


习题 6 习题 7 


7. 如 图 , 设 酉 回 内 切 于 人 ABC 的 三 边 于 DD,E,F;A”,B”,C’ 分 别 是 AD， 
BE ,CF 与 椭 贺 的 另 一 交点 ,人 AB'C'" 外 切 椭圆 二 A”,B”,C”, 求 证 : 
(1) A“ 在 直线 AD 上 ,B 在 BE 上 ,C' 在 CF 上 ; 
(2) 三 点 形 ABC, AB'C',A“B'C”, DEF 两 两 成 透视 ,它们 的 透视 轴 是 什 
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么 关系 . 

8. 如 图 , 设 PQ 是 二 次 曲线 的 一 弦 , M,N 是 弦 上 点 ,使 PM = NQ. 过 
M 和 NN 任意 作 两 弦 AB 和 CD, 若 AD 和 BC 分 别 交 PQ 于 T,S, 则 TM = 
NS( 图 中 是 双 曲 线 的 情况 ) . 


习题 8 习题 10 


9. 双 曲 线 的 任 一 切线 交 渐 近 线 于 两 点 , 试 证 : 切 点 是 此 两 点 的 中 点 . 

10. 如 图 , 设 P,Q 是 双 曲 线 上 两 点 ,P,Q 处 切线 分 别 交 双 曲线 的 渐 近 
线 于 A,B,C,D, 试 证 : 

(1) AD/ BC PQ; 

(2) A OAB 的 面积 与 切 点 已 选取 无 关 ,O 是 渐 近 线 的 交点 ; 

(3) 如 果 P,Q 是 双 曲线 两 支 上 各 一 点 ,上 述 结论 是 否 成 立 . 

11. 从 双 曲 线 上 任 一 点 引 直线 平行 于 渐 近 线 , 证 明 这 两 直线 和 渐 近 线 所 
成 平行 四 边 形 的 面积 一 定 . 

12. 设 p 是 欧 氏 平面 上 的 映射 ,存在 常数 >0, 使 得 对 任意 平面 上 的 点 
P,Q ,它们 的 像 P= p(P),Q' =p(Q), 都 有 |P'Q'|=4|PQ|. 试 证 p 是 欧 
氏 平 面 上 的 相似 变换 . 

13. 证 明 每 一 个 欧 氏 变换 都 可 以 表示 为 不 多 于 三 个 反射 的 乘积 . 

14. 设 p 是 欧 氏 平面 上 的 欧 氏 变换 ,9 不 是 恒 等 变 换 , 试 证 : 

(1) 如 果 p 恰好 有 一 个 不 动 点 ,那么 p 是 绕 这 个 不 动 点 的 旋转 ; 

(2) 如 果 p 有 两 个 不 动 点 , 则 此 两 点 连 线 上 每 一 点 都 是 不 动 点 ;如 果 9 
没有 其 它 不 动 点 ,p 是 以 此 直线 为 轴 的 反射 . 

15. 没有 不 动 点 且 |A1=1 的 欧 氏 变换 是 平移 . 


证 
16. 椭 加 2y + 各 =1 的 参数 方程 可 以 表示 为 =acos t,y= bsin t, 对 于 
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t 的 任 一 定 值 ,A(asin tr,bcos 1),B(acos t, - bsin !) 是 椭圆 上 两 点 , 试 证 直 
线 OA 与 OB 是 一 对 共 孝 直径 ,并 且 线 段 OA 与 OB 的 长 度 的 平方 和 是 常数 . 


17. 写 出 双 曲 线 - 六 = 1 的 相应 于 16 题 的 结论 ,并 证 明 . 


$4.4 二 次 曲线 的 对 称 轴 ， 焦 点 与 准 线 


下 面 用 射影 几何 的 观点 处 理 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 焦 点 与 准 线 ， 
它们 在 欧 氏 几何 与 解析 几何 中 都 讨论 过 .通过 这 些 内 容 的 学 习 , 我 
们 对 于 二 次 曲线 的 几何 背景 会 有 进一步 的 了 解 ,对 处 理 二 次 曲线 
的 问题 会 有 一 些 新 的 方法 .下 面 只 讨论 欧 氏 平面 上 非 退 化 且 有 实 
轨迹 的 二 次 曲线 ,也 就 是 只 讨论 椭圆 , 双 曲 线 , 抛 物 线 ,把 贺 看 成 特 
殊 的 椭圆 . 


4.4.1 二 次 曲线 的 对 称 轴 


我 们 已 经 知道 ,二 次 曲线 的 直径 ( 除 双 曲线 的 渐 近 线 外 ) 是 平 
行 弦 中 点 的 轨迹 ,二 次 曲线 的 直径 如 果 平 分 垂直 于 它 的 弦 , 那 么 这 
种 直径 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 . 

对 称 轴 也 叫 二 次 曲线 的 主轴 ,或 主 直径 . 显然 圆 的 任 一 条 直径 
是 对 称 轴 . 

性 质 4.4.1 抛物 线 只 有 一 条 对 称 轴 . 如果 Cs 是 抛物 线 上 的 
无 穷 远 点 , Ps 是 1, J C 的 第 四 调和 点 ， 
那么 Ps 的 极 线 就 是 抛物 线 的 对 称 轴 . 

证 如 图 4-4--1, 设 是 抛物 线 的 一 
条 对 称 轴 , & 经 过 抛物 线 上 的 无 穷 远 点 
C。. 由 于 《是 直径 ,& 的 极点 是 无 穷 远 点 ， 
设 为 P。 .又 由 于 上 是 对 称 轴 , 过 已 。 的 直 
线 都 与 垂直. 设 D 是 过 已 -的 直线 了 与 8 
的 交点 , 根据 Laguerre 定理 , R (DIDJ， 


DP。DC。)= -1, 即 P- 是 IJ,C。 的 第 四 调和 点 . 另 一 方面 , 容 
易 证 明 这 样 的 P。 的 极 线 是 抛物 线 的 对 称 轴 . 因为 无 穷 远 直线 上 
点 工 J,C。 的 第 四 调和 点 P- 是 唯一 的 ,抛物线 的 对 称 轴 也 只 有 一 
条 ,就 是 P。, 的 极 线 . 

对 称 轴 与 二 次 曲线 的 交点 叫 二 次 曲线 的 顶点 ,性 质 4.4.1 证 
明了 抛物 线 只 有 一 个 顶点 . 

例 1 求 二 次 曲线 zx*+2zxy+y +2x+y=0 的 对 称 轴 , 并 化 
简 二 次 曲线 的 方程 . 

解 将 二 次 曲线 写成 齐 次 坐标 方程 : 

Ev zz+2zuvzy+zzzs=0， 
它 与 无 穷 远 直线 的 交点 是 C。 (1, - 1,0) ,曲线 是 抛物 线 .不 难 知 
道 ,P。(1,1,0) 是 T,J,C- 的 第 四 调和 点 ,P。 的 极 线 是 2x, +2x， 
+ 部 zs=0, 因 此 
4z+4y+3=0 

是 拖 物 线 的 对 称 轴 , 它 与 二 次 曲线 的 交点 A{ 话 ，- 玉 } 是 扫 物 线 
的 顶点 .过 A 垂直 于 对 称 轴 的 直线 是 


xy- 号 =0. 


如 果 取 4z+4y+3=0 与 z-y- 呈 =0 为 新 的 坐标 轴 , 作 直角 坐 
标 变换 


代入 zx?+2zy+y +2z+y=0 可 化 简 抛物 线 的 方程 为 
4y” +V2z'=0. 
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例 2 设 T:ianzr +2avzrytayy +2asrt+2anyt+ays=0 
是 网 氏 平面 上 的 抛物 线 .证 明 抛 物 线 的 顶点 是 原点 O(0,0) 的 充 
要 条 件 是 

aua’t+axa’ +2awvanas =0,a3 =0. 
这 时 抛物 线 的 对 称 轴 是 
anz+aoy=0 或 aoz+aoy=0. 

证 卫 是 抛物 线 ,altan -ab =0,an:iap=ao:iaz.anya2 
不 同时 为 零 ,假设 cu 天 0, 条 件 aalb + awai+2awawaws=0 成 
为 

(auast+awas) =0, hanans+awaz =0. 

另 一 方面 ,抛物 线 上 的 无 穷 远 点 是 C- (ab,，- an,0)， 
P。(auvau,0) 是 TI,J,C。 的 第 四 调和 点 .抛物 线 的 顶点 是 原点 的 
充 要 条 件 是 P。 与 原点 O 共 轿 且 原 点 在 抛物 线 上 , 即 

auas+awras =0, a =0. 
这 证 明了 ,抛物 线 的 顶点 是 原点 的 充 要 条 件 是 
Quay taray +2aranaa =0, as =0. 
P。 的 极 线 
(an +abp)z+(anaaz+aaaz)y=0 
是 抛物 线 的 对 称 轴 .以 as = 5 代入 得 
az+azy=0. 
如 果 az 天 0, 则 抛物 线 的 对 称 轴 也 可 以 表示 为 
az+az2y=10. 

从 $4.2 知道 ,椭圆 与 双 曲 线 都 是 中 心 二 次 曲线 ,它们 的 中 心 
是 欧 氏 平面 上 的 普通 点 . 

性 质 4.4.2” 除 圆 外 的 有 心 二 次 曲线 有 且 只 有 两 条 互相 垂直 
( 且 共 思 ) 的 对 称 轴 . 如 果 无 穷 远 点 Ps。, Q。 共 轿 , 且 R( 了 ， 
P-Q。)= -1, 则 Ps 与 Q- 的 极 线 就 是 二 次 曲线 的 两 条 对 称 轴 ， 
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证 如 图 4-4-2, 设 是 二 次 曲线 的 一 条 对 称 轴 ,é 过 二 次 
曲线 的 中 心 C. 设 P。 是 & 上 的 无 穷 远 Bb: 
点 ,的 极点 是 无 穷 远 点 Q。 , 则 P。 

与 Q。 共 ; 由 过 Q- 的 直线 与 垂 

直 , 从 Laguerre 定理 可 知 ,T,J,P-， > 
Q。 是 调和 点 列 , 这 证 明了 性 质 中 条 件 

是 必要 的 .而 如 果 P。, Q。 满足 性 质 

中 的 两 条 件 , C 是 二 次 曲线 的 中 心 , 则 

C,P。 ,Q- 构 成 二 次 曲线 的 自 极 三 点 

形 , 且 CP 与 CQ- 互 相 垂 直 . CP 与 CQ。 是 两 条 互相 垂直 且 共 
思 的 直径 ,这 说 明 它们 都 是 对 称 轴 . 下 面 证 明 这 样 的 点 P- ,Q- 对 
于 有 心 二 次 曲线 ( 除 圆 ) 有 且 只 有 两 点 ,因此 对 称 轴 也 只 有 两 条 (这 
一 结论 也 可 用 后 面 的 习题 8 证明). 

设 二 次 曲线 的 方程 是 >ajzrizr) =0,P-(Mh ,0),Q-(A， 

ma ,0) 共 二 , 且 过 P。 ,Q- 的 直线 互相 垂直 ,得 
auAlA 十 ana(AiHa + Asp1) + azA2p2 =0, 
1 +A2p2=0. 
由 于 二 次 曲线 不 是 圆 ,a = az 与 az =0 不 能 同时 成 立 ,上 述 方程 
有 且 只 有 一 对 解 .这 证 明了 有 心 二 次 曲线 ( 除 圆 外 ) 有 且 只 有 一 对 
互相 垂直 的 对 称 轴 , 分 别 是 P- ,Q- 的 极 线 . 
例 3 二 次 曲线 xz? -3zxy+y +10x 一 10y+21=0 的 矩阵 是 


2 -3 10 
A=|-3 2 -10|. 由 本 节 后 习题 1, 方 程 4? -A2=0 的 解 
10 -10 42 


决定 的 点 Ps。 (1,1,0),Q。 (1, -1,0) 的 极 线 
rz+y=0, zx-y+4=0 
是 两 条 对 称 轴 . 作 直角 坐标 变换 
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以 z-y=VIzr' -4,x +y=VIy zy= 于 [W5y 人 - (VIz'- 


4)*] 代 和 人 原 方程 ,二 次 曲线 的 方程 可 化 简 为 
Sz2 -y+2=0. 


4.4.2 焦点 与 准 线 


定义 4.4.1 如 果 过 欧 氏 平面 上 点 下 的 二 次 曲线 的 任 一 对 共 
轿 直 线 垂直 ,那么 下 虽 做 二 次 曲线 的 焦点 ,下 的 极 线 叫 二 次 曲线 
的 准 线 . 

下 面 从 焦点 的 射影 定义 出 发 来 讨论 焦点 的 存在 性 及 它 的 一 些 
性 质 .二 次 曲线 上 的 点 都 是 自 共 堪 点 ,过 这 种 点 的 任 一 直线 与 这 一 
点 的 切线 共 轿 ,所 以 二 次 曲线 上 点 不 可 能 是 焦点 .类 似 地 ,二 次 曲 
线 的 切线 是 自 共 恩 直线 ,切线 上 点 也 不 能 是 焦点 ,因此 焦点 必 是 二 
次 曲线 的 内 点 (无 切线 点 ). 由 于 过 圆心 的 共 罗 直 线 都 是 垂直 的 , 贺 
的 圆心 是 焦点 , 它 的 极 线 是 无 穷 远 直线 . 

引 理 4.4.3 二 次 曲线 的 焦点 总 在 对 称 轴 上 ,此 焦点 对 应 的 
准 线 垂直 于 这 一 主 直径 . 

证 设 正 是 二 次 曲线 卫 的 一 个 焦点 , C 是 无 穷 远 直 线 的 极 
点 .如 果 卫 是 抛物 线 ,C 是 无 穷 远 点 ; Pe 
如 果 工 不 是 抛物 线 , 则 C 是 的 中 
心 .车 C= 下 , 则 二 次 曲线 的 任 一 对 共 
示 直 径 垂直 ,这 时 二 次 曲线 关于 任 一 
直径 对 称 , 它 一 定 是 圆 . 如 图 4-4-3， 
设 C 与 下 是 相 异 两 点 ,6= CF 的 极点 | 
在 无 穷 远 直线 上 , 设 为 P。 .直线 7= 图 4-4-3 


FP- 与 $ 共 恩 ,由 于 已 是 焦点 ,它们 也 垂直 .所 以 过 P。 的 任 一 直线 
与 垂直 ,而 是 过 已 。 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 , 它 是 二 次 曲线 的 对 称 
轴 . 另 一 方面 焦点 下 的 极 线 过 P- ,下 对 应 的 准 线 也 垂直 于 &. 


性 质 4.4.4 ”抛物线 有 一 个 焦点 ,在 标准 方程 x” =2pxr 下 , 焦 
p SR 
点 是 (多 ,0 , 准 线 是 z= - 呈 ， 
证 由 引 理 4.4.3, 可 设 (a,0) 是 焦点 ,6:4(z 一 a)+jyy= 


0 是 过 下 的 任 一 直线 ,此 直线 的 极点 是 ( 2 ,7， -分 ). 的 过 下 的 


共 思 直 线 是 7: - Ari + Saaz + pars 二 0. 由 假设 下 是 焦点 ,& 与 


7 要 直 , 即 - N+ Xpa =0. 由 于 Xp 任意 ,a = 地: 这 证 明了 抛物 


线 六 =2px 只 有 一 个 焦点 下 (过 ,0 , 准 线 是 z= -一 ， 
下 面 两 性 质 的 证 明 与 性 质 4.4.4 类 似 ， 
性 质 4. 4.5 。 棋 国立 + 六 = 1(e >6>0) 的 焦点 是 


Fi(Va5 呈 ,0),F(-Vaz=- 姑 ,0), 对 应 的 准 线 分 别 是 x = 
2 2 


a 过 二 a a 
Va Va 
贺 可 以 看 成 是 椭 贺 的 特殊 情况 , 贺 只 有 一 个 焦点 就 是 贺 心 , 准 
线 退 化 为 无 穷 远 直线 . 
2 


性 质 4.4.6。 双 曲线 王涛 =1 的 焦点 是 Fi(V az 下,0)， 


2 
F(- Vazf+ 呈 ,0), 对 应 的 准 线 分 别 是 z= T 


2 
a 


本 节 后 习题 8 - 12 给 出 了 抛物 线 ,椭圆 , 双 曲 线 的 焦点 存在 的 
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几何 证 明 及 作法 ,它们 也 给 出 了 焦点 的 一 些 有 趣 性 质 . 

例 4 设 下 是 二 次 曲线 的 一 个 焦点 ,TT 是 二 次 曲线 上 弦 PQ 
的 极点 , PQ 交 下 对 应 的 准 线 于 RR, 则 TF 与 RF 分 别 是 人 PFQ 的 
内 外 角 平 分 线 . 

证 如 图 4~4-4,é 是 下 对 应 的 准 线 .由 于 RR 与 ,下 都 共 
二 ,R 的 极 线 是 TF ,直线 FR 与 TF 也 共 斩 . 由 假设 下 是 焦点 ,FR 
与 TF 垂直 .P,Q,S= FT x PQ,R 是 调和 点 列 , 根 据 $1.5, 习 题 
9,TF 与 RF 是 人 PFQ 的 内 外 角 平 分 线 . 


图 4-4-4 图 4-4-5 


如 果 例 4 中 二 次 曲线 是 双 曲 线 , P, Q 是 双 曲 线 两 支 上 各 一 
点 .如 图 4 一 4 一 5, RF, 是 人 PF,Q 的 内 角 平 分 线 ,而 TF, 是 
和 PF, Q 的 外 角 平分 线 . 

例 5 设 抛物 线 的 两 切线 交 于 
C, 切 点 是 A,B, 抛 物 线 的 顶点 了 
处 的 切线 与 CA, CB 分 别 交 于 S， 
T; 下 是 抛物 线 的 焦点 .证 明 C,S， 
T, 下 四 点 共 圆 . 

证 如 图 4-4-6, 过 下 作 CA 
的 平行 线 , 它 与 CA 交 于 P。,C。 是 
抛物 线 上 的 无 穷 远 点 .由 $3.3, 例 图 4-4-6 


4 可 知 ,SF 与 FP。 共 思 e, 而 下 是 焦点 ,SF 与 FP- 垂 直 , SF 与 CA 
也 垂直 . 同 理 ,TF 与 CB 垂直 ,所 以 四 点 C,S,T, 下 共 圆 . 

利用 例 4 和 例 5 进一步 可 以 证 明 抛 物 线 的 焦点 的 光学 性 质 : 

设 7 是 抛物 线 的 任 一 切线 , 切 点 是 A,& 是 过 A 平行 于 抛物 
线 的 对 称 轴 的 直线 ;F 是 抛物 线 的 焦点 , 则 AF 与 了 的 交角 和 与 
7 的 交角 相等 . 

如 图 4-4-7,DF 是 抛物 线 的 对 称 轴 ,E 是 DF 与 7 的 交点 ， 
S 是 D 处 切线 与 5 的 交点 .由 例 4,SF 是 人 AFE 的 角 平 分 线 ;从 
例 5 的 证 明知 道 , FS 垂直 于 wy. 所 以 人 EAF = 人 AEF ,三 角形 
EFA 是 等 腰 三 角形 ,这 证 明了 抛物 线 的 焦点 的 光学 性 质 . 


图 4-4-7 图 4-4-8 


下 面 利用 焦点 的 射影 定义 推出 离心 率 的 概念 . 

性 质 4.4.7 设 下 是 二 次 曲线 的 一 个 焦点 , 是 相应 的 准 线 ， 
那么 二 次 曲线 上 任 一 点 到 下 的 距离 与 到 的 距离 之 比 是 一 个 常 
数 ,此 常数 称 为 二 次 曲线 的 离心 率 . 

证 如 图 4-4-8, 设 P 是 二 次 曲线 上 任 一 点 ,B. 是 与 过 下 
的 对 称 轴 的 交点 ,C 是 P 向 & 作 垂 线 的 垂 足 , PCV BF .如 图 , 设 A 
是 BF 与 二 次 曲线 的 交点 ,A 在 线段 BF 上 .下 面 证 明 | PF|:|PC| 
=|AF|:|AB|. 

设 P 处 切线 与 A 处 切线 交 于 DD,AP 与 4 交 于 E,EF 交 CP 于 
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G. 由 例 4 知道 , DF 与 EF 分 别 是 人 PFA 的 内 外 角 平 分 线 . 在 
全 PFG 中 人 PFG = 人 PGF, 从 而 | PG|= |PF|. 在 人 ECG 中 ,BF 
CG, 因此 |CP1:1PF|=|CP|:|PG|=|1BA|:|AF| 是 常数 . 

如 果 图 4-4-8 中 二 次 曲线 是 抛物 线 , 则 B,F,A 与 抛物 线 
上 的 无 穷 远 点 是 调和 点 列 , BA = AF ,抛物 线 的 离心 率 等 于 1. 利 
用 标准 方程 , 易 知 椭圆 的 离心 率 小 于 1, 双 曲线 的 离心 率 大 于 1. 利 
用 性 质 4.4.7 容易 证 明 : 

椭圆 上 点 到 两 焦点 距离 之 和 是 常数 ; 双 曲 线 到 两 焦点 距离 之 
差 是 常数 . 

下 面 的 性 质 可 看 成 是 焦点 的 另 一 种 射影 定义 : 

二 次 曲线 的 过 圆 点 1, J 的 虚 切 线 的 实 交点 是 二 次 曲线 的 焦 
点 ,并 且 任 一 焦点 可 以 这 样 生成 . 


习题 4.4 


1. 设 二 次 曲线 aux ?+2awzy+any +2anx+2any+as=0 是 有 心 
二 次 曲线 . 试 证 ,如 果 4, ,4, 不 全 为 0 满足: ay (4? 一 22)+ (a -an)A14 


=0, 则 
A 
"| 
0 
是 二 次 曲线 的 对 称 轴 . 
2. 设 二 次 曲线 aix* +2a1yzy+ awy +2awsz+2awy+as=0 是 抛物 
线 ,P。(4,p,0) 是 其 上 的 无 穷 远 点 , 则 


(zx,y,1)(a;) 


-pp 


(zx,y,1)(as)| 4 |=0 


是 抛物 线 的 对 称 轴 . 
3. 证 明 双 曲 线 的 对 称 轴 是 它 的 渐 近 线 的 角 平 分 线 . 
4. 试 证 二 次 曲线 上 任 一 切线 上 切 点 及 它 与 准 线 的 交点 所 成 线段 对 焦点 
张 成 直角 (图 中 是 椭圆 的 情况 ). 
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与 62 2 
习题 4 习题 5 


5. 设 二 次 曲线 的 任意 切线 交 两 定 切线 于 A,B, 点 下 是 二 次 曲线 的 焦 


点 , 则 一 AFB 是 定 角 . 如果 两 定 切线 上 切 点 与 下 共 线 , 则 AFB = 和 到. 


6. 如 果 抛 物 线 的 两 切线 相交 成 直角 ,证 明 :两 切线 上 切 点 的 连 线 通过 焦 
点 , 且 两 切线 的 交点 位 于 准 线 上 . 

7. 如 果 三 点 形 的 边 都 与 抛物 线 相 切 , 则 三 点 形 的 三 个 顶点 与 抛物 线 的 
焦点 四 点 共 贺 . 

8. 设 p:S($) 关 S(&') 是 欧 氏 平面 上 线束 S 的 一 个 对 合 , 试 证 : 

(1) 线束 S 中 有 一 对 互相 垂直 的 对 应 直线 . 

(2) 如 果 线束 中 有 两 对 对 应 直线 都 互相 垂直 , 则 9 的 任意 一 对 对 应 直线 
互相 垂直 . 

9. 设 p:S(6)-~S(6) 是 线束 S 的 一 个 对 合 ,已 知 p 的 两 对 对 应 直线 6， 
&";7,7 ,作出 它 的 两 条 互相 垂直 的 对 应 直线 . 

10. 设 直线 5 是 抛物 线 的 对 称 轴 ,A 是 抛物 要 
线 的 顶点 .抛物 线 的 任 一 切线 7 交 A 处 切线 于 B， 
过 B 作 的 垂 线 交 $ 于 下 , 则 下 是 抛物 线 的 焦点 . 

11. 设 AB 是 椭圆 的 长 轴 , 椭 贺 的 任 一 切线 交 
有 A,B 处 切线 于 C,D, 以 CD 为 直径 的 圆 交 AB 于 4M\F 日 
Fi , FF; , 试 证 F, ,FF 是 椭圆 的 焦点 . 

12. 设 AB 是 双 曲 线 的 实 轴 , 7 是 一 条 渐 近 
线 , 它 与 A,B 处 切线 交 于 C,D, 则 以 CD 为 直径 
的 贺 与 AB 的 两 个 交点 就 是 双 曲 线 的 焦点 . 习题 10 


“212 


习题 11 习题 12 


13. 设 F, ,F: 是 椭圆 的 焦点 ,上 是 椭圆 的 切线 , 切 点 是 P, 试 证 ,FP 与 
FP 和 & 的 夹 角 相等 . 

14. 设 F, ,F 是 双 曲 线 的 焦点 ,上 是 双 曲线 的 切线 , 切 点 已 , 试 证 , PP 
与 F,P 和 # 的 夹 角 相 等 . 


8$4.5 欧 氏 , 仿 射 , 射 影 三 种 几何 的 比较 


这 一 章 我 们 从 射影 几何 出 发 讨论 了 仿 射 平面 与 欧 氏 平面 ,并 
初步 了 解 了 它们 之 间 的 相互 关系 . 仿 射 平面 是 把 射影 平面 上 一 条 
直线 看 作 无 穷 远 直 线 得 到 的 ; 欧 氏 平面 是 在 仿 射 平面 上 定义 了 欧 
氏 度 量 以 后 得 到 的 .自然 ,在 射影 平面 上 取 不 同 的 直线 作为 无 穷 远 
直线 得 到 不 同 的 仿 射 平 面 ;同样 ,在 仿 射 平面 上 也 可 定义 不 同 的 欧 
氏 度 量 ,得 到 不 同 的 欧 氏 平面 .但 是 可 以 证 明 , 所 得 到 的 仿 射 几何 
与 欧 氏 几何 分 别 都 是 一 样 的 .我 们 已 经 知道 如 何 利用 射影 几何 来 
研究 仿 射 与 欧 氏 几 何 , 许 多 仿 射 与 欧 氏 几何 的 问题 可 以 用 射影 几 
何 的 方法 解决 . 

在 讨论 欧 氏 , 仿 射 ,射影 几何 时 我 们 只 讨论 它们 在 各 自 变换 群 
下 不 变 的 性 质 与 量 . 对 于 射影 几何 ,变换 群 是 直射 变换 群 ,主要 的 
射影 性 质 是 点 和 直线 的 结合 关系 ,主要 的 不 变量 是 交 比 ,根据 
Steiner 定理 ,二 次 曲线 可 用 点 与 直线 的 结合 关系 来 定义 ,所 以 二 
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次 曲线 也 是 射影 几何 研究 的 内 容 . 仿 射 几何 的 变换 群 是 仿 射 变换 
群 , 它 是 由 直射 变换 群 里 那些 使 无 穷 远 直线 为 不 动 直线 的 直射 构 
成 ;而 欧 氏 变换 群 又 是 仿 射 变换 群 的 子 群 .这 三 种 几何 的 变换 群 的 
关系 是 : 

欧 氏 变换 群生 仿 射 变换 群 往 直射 变换 群 . 

在 哆 氏 几 何 里 ,两 点 之 间 的 距离 是 最 基本 的 不 变量 , 单 比 与 交 
比 都 可 以 用 距离 表示 ;利用 余弦 定理 可 知 , 两 直线 的 夹 角 也 可 以 从 
距离 得 到 .按照 定理 4.3.4, 欧 氏 平面 上 的 映射 是 欧 氏 变换 的 充 要 
条 件 是 它 保持 任意 两 点 之 间 的 距离 ,因此 所 有 的 欧 氏 性 质 可 以 用 
距离 来 叙述 .例如 , 欧 氏 平面 上 三 点 共 线 的 充 要 条 件 可 用 距离 表示 
为 :此 三 点 中 存在 两 点 ,使 此 两 点 的 距离 等 于 此 两 点 分 别 和 第 三 点 
的 距离 之 和 . 

不 难 知道 ,直射 变换 群 依赖 于 8 个 独立 的 参数 ; 仿 射 交换 群 依 
赖 于 6 个 独立 的 参数 ;而 欧 氏 变换 群 依赖 于 3 个 独立 的 参数 .从 这 
些 几 何 的 研究 我 们 知道 ,变换 群 越 小 , 则 相应 的 几何 内 容 越 丰富 . 

在 一 种 几何 里 的 两 个 图 形 ,如 果 存 在 变换 群 里 的 一 个 变换 把 
一 个 图 形变 成 另 一 个 ,我 们 称 这 两 个 图 形 是 合同 的 或 全 等 的 ,这 种 
关系 是 等 价 关系 .以 三 角形 全 等 为 例 .在 仿 射 平面 上 任意 两 个 三 角 
形 全 等 ;在 欧 氏 几何 里 两 个 三 角形 全 等 的 充 要 条 件 是 它们 的 三 边 
长 对 应 相等 , 欧 氏 几何 里 有 许多 不 全 等 的 三 角形 .在 欧 氏 几何 里 关 
于 三 角形 有 许多 名 称 , 如 直角 三 角形 ,锐角 三 角形 ,等 边 三 边 形 等 . 
而 在 射影 几何 ,到 现在 为 止 我 们 使 用 三 点 形 , 三 线形 这 些 术 语 .这 
是 因为 射影 直线 上 两 点 将 它 分 成 两 条 线段 ,因此 射影 平面 上 不 共 
线 的 三 点 不 能 唯一 的 确定 三 条 线段 .在 $6.2, 我 们 将 定义 射影 平 
面 上 三 角形 ,按照 那里 的 定义 ,由 射影 平面 上 不 共 线 的 三 点 可 确定 
四 个 不 同 的 三 角形 .又 璧 如 ,在 射影 几何 里 所 有 非 退 化 有 实 轨 迹 的 
二 次 曲线 都 是 全 等 的 ;而 在 仿 射 几何 里 ,它们 可 以 分 成 椭圆 , 双 曲 
线 ,抛物 线 .在 仿 射 几何 里 ,椭圆 , 双 曲 线 ,抛物 线 分 别 是 全 等 的 .但 
是 在 欧 氏 几何 里 , 仅 圆 就 有 许多 ,两 贺 全 等 的 条 件 是 它们 的 半径 相 
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同 .就 射影 , 仿 射 , 欧 氏 三 种 几何 的 内 容 来 说 
射影 几何 己 仿 射 几何 己 欧 氏 几 何 . 

我 们 对 射影 , 仿 射 , 欧 氏 三 种 几何 的 这 一 包含 关系 再 作 一 些 说 
明 . 任 意 一 个 射影 平面 上 关于 点 与 直线 结合 关系 的 命题 也 可 看 成 
由 仿 射 平面 或 欧 氏 平面 得 到 的 拓 广 平面 上 的 命题 ,而 由 特殊 直线 
的 不 同 选取 ,射影 几何 中 命题 成 为 仿 射 或 欧 氏 几何 中 不 同 的 命题 . 
而 反 过 来 不 一 定 成 立 , 例 如 在 仿 射 或 欧 氏 几何 里 关于 椭圆 , 双 曲 
线 ,抛物 线 的 有 关 仿 射 或 度量 的 性 质 在 射影 几何 里 一 般 是 不 成 立 
的 ,甚至 没有 意义 .又 例如 , 交 比 是 射影 几何 的 基本 不 变量 ,自然 也 
是 仿 射 与 欧 氏 几何 的 不 变量 .但 是 如 前 所 说 ,在 欧 氏 几何 里 ,两 点 
之 间 的 距离 是 更 基本 的 不 变量 , 交 比 可 以 用 距离 表示 ;而 欧 氏 距离 
在 射影 几何 里 没有 意义 .在 这 个 意义 上 ,我 们 把 射影 几何 看 作 仿 射 
几何 的 子 几何 ,把 仿 射 几何 看 作 欧 氏 几何 的 子 几 何 , 这 些 是 Klein 
的 变换 群 观点 .关于 Klein 的 变换 群 观点 ,变换 群 与 几何 学 的 关系 
我 们 在 §6.3 还 要 作 进 一 步 的 说 明 . 

下 面 以 二 次 曲线 理论 中 一 个 命题 为 例 进一步 说 明 这 几 种 几何 
的 关系 ,下 面 的 定理 是 $3.2 中 性 质 3.2.11. 

定理 4.5.1 设 P 是 射影 平面 上 二 次 曲线 厂 上 点 A,B 处 切 
线 的 交点 ,过 PP 的 任 一 直线 交 卫 于 C,D, 则 

(i) C,D 处 切线 的 交点 EE 在 AB 上 ; 

(Hi) R(AB,FE)= R(PF, CD) 
= -1, 其 中 F=ABxCD; 

(前 ) EE,F,P 构成 的 自 极 三 点 
形 . 

如 果 图 4-5-1 中 忆 是 无 穷 远 
点 ,过 已 的 直线 成 为 仿 射 或 欧 氏 平面 
上 的 平行 线 ,并且 FF 是 二 次 曲线 上 弦 
CD 的 中 点 ,于 是 从 定理 4.5.1 可 得 

定理 4:5.2” 仿 射 (或 欧 氏 ) 平 面 图 4-5-1 


上 二 次 曲线 (可 以 是 椭圆 , 双 曲 线 或 者 抛物 线 ) 的 平行 弦 中 点 的 轨 
迹 在 一 条 直线 上 ,并 且 这 些 平行 弦 端 点 处 切线 的 交点 也 在 这 条 直 
线 上 .这 条 直线 过 二 次 曲线 的 中 心 , 是 二 次 曲线 的 直径 . 

如 果 A ,B 是 无 穷 远 点 ,T 是 双 曲 线 , AP, BP 是 它 的 渐 近 线 ， 
P 是 双 曲 线 的 中 心 ,过 PP 的 弦 以 了 为 中 点 ,从 定理 4.5.1 得 到 

定理 4.5.3 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 交 于 中 心 , 过 中 心 山芋 = 
艾 以 中 心 为 中 点 ,此 种 弦 端 点 处 切线 平行 . 

这 时 记 ,下 是 无 穷 远 点 ,从 图 4 一 5 一 1 还 可 以 知道 ,过 玉 或 下 
的 任 一 直线 与 双 曲 线 和 它 的 两 条 渐 近 线 交点 所 成 线段 相等 ( § 4.3， 
例 4). 

如 果 AP 是 无 穷 远 直 线 , 则 械 成 为 抛物 线 , 随 着 无 穷 远 直线 
上 点 的 不 同 选取 ,抛物 线 的 平行 弦 也 不 同 , 但 这 些 平行 弦 中 点 
的 轨迹 都 过 点 A .于 是 得 

定理 4.5.4 ”抛物 线 的 直径 互相 平行 . 

这 时 由 R(EF,BA)= -1, 可 知 B 是 线段 EF 的 中 点 ,而 MB 
平行 于 CD , 即 

定理 4.5.5 设 下 是 欧 氏 平面 上 抛物 线 上 两 点 C,D 处 切线 
的 交点 ,下 是 弦 CD 的 中 点 , 设 B 是 EF 
与 抛物 线 的 交点 , MB 是 B 处 切线 . 则 
MB// CD, 且 B 是 EF 的 中 点 ,EF 平 
行 于 抛物 线 对 称 轴 ( 图 4 一 5 一 2). 


如 果 图 4 一 5 -1 是 欧 氏 平面 上 图 E 
形 ,F 是 二 次 曲线 的 焦点 ,下 的 极 线 是 
PE ,二 次 曲线 关于 焦点 下 的 准 线 是 D 
PE ,直线 PF 与 EF 互相 垂直 .进一步 
可 以 证 明 FN 与 FM 也 互相 垂直 ,FM ， 图 4-5-2 


FN 是 人 PFE 的 内 外 角 平 分 线 ,人 NFP = 所 . 


我 们 知道 欧 氏 平面 上 无 三 点 共 线 的 五 点 决定 一 条 二 次 曲线 ， 
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这 五 点 自然 也 决定 了 二 次 曲线 的 类 型 , 即 决定 了 它 是 抛物 线 , 双 曲 
线 , 还 是 椭 贺 .这 五 点 同样 决定 了 二 次 曲线 的 其 它 性 质 ,例如 它 的 
对 称 轴 , 焦 点 ,顶点 等 .下 面 讨论 如 何 从 二 次 曲线 的 一 些 已 知 的 点 
与 切线 来 了 解 二 次 曲线 ,局 如 怎样 从 这 些 已 知 的 点 与 切线 判断 它 
的 类 型 ,如 何 作出 它 的 对 称 轴 , 渐 近 线 ,顶点 等 , 即 研究 二 次 曲线 的 
部 分 与 整体 的 关系 .希望 通过 这 些 讨论 对 欧 氏 平面 上 的 二 次 曲线 
的 理论 有 进一步 的 了 解 ,也 对 欧 氏 几何 与 射影 几何 的 关系 有 进 一 
步 的 了 解 .下 面 有 些 作法 对 仿 射 平面 上 的 二 次 曲线 也 成 立 , 例 如 双 
曲线 的 渐 近 线 ,抛物 线 的 直径 等 . 

根据 Pascal 定理 和 Brianchon 定理 ,从 已 知 的 二 次 曲线 的 点 与 
切线 可 以 作出 其 它 的 点 与 切线 .我 们 只 考虑 已 知 二 次 曲线 的 三 条 
切线 及 其 中 两 条 上 的 切 点 ,并 且 此 两 切 
点 在 另 一 切线 的 同一 侧 , 即 图 4-5-3 
的 情况 .其 他 情形 可 以 通过 作 切 点 切线 
转化 为 这 种 情况 或 类 似 讨论 . 

如 图 4 一 5 一 3, 设 ,7,& 是 欧 氏 平 
面 上 不 共 点 的 三 条 直线 ,P, Q 分 别 是 &， 
¢ 上 点 ,那么 存在 唯一 的 以 ,7,8 为 切 ¢ e 
线 ,P,Q 是 切 点 的 二 次 曲线 卫 . 线 段 PQ 
把 6,7, 所 围 区 域 分 成 区 域 I , 世 . 设 过 图 4=5=3 
点 A=6xy 平行 于 # 的 直线 与 过 点 B= 9X《 平行 于 6 的 直线 交 
于 R. 

定理 4.5.6 二 次 曲线 荆 是 抛物 线 , 双 曲 线 ,椭圆 的 充 要 条 件 
分 别 是 

(1) 点 R 在 线段 PQ 上; (ii) 点 R 在 区 域内 ; 
(前 ) 点 R 在 区 域内 . 

证 以 as 记 欧 氏 平面 的 拓 广 平面 上 的 无 穷 远 直线 .对 退化 
六 边 形 对 光 go 应 用 Brianchon 定理 , 知 -是 了 的 切线 的 充 要 条 
件 是 点 RR 在 线段 PQ 上 .如 图 4-5-4, 设 P- 是 6 上 无 穷 远 点 ， 

和 


Q- 是 和 上 无 穷 远 点 ,< 是 二 次 曲 
线 卫 的 切线 ,了 是 抛物 线 . 如 果 把 
P。 或 Q 向 左 移动 , 则 c- 与 了 有 
两 个 交点 ,二 次 曲线 成 为 双 曲 线 ,这 
时 R 移 到 区 域 I 内 ;把 P- 或 Q- 向 “ 
右 移动 ,二 次 曲线 与 a 无 交点 ,成 
为 椭圆 ,而 R 移 到 区 域 I 内 .这 就 
证 明了 定理 . 图 4-5-4 

我 们 先 讨论 抛物 线 的 局 部 与 整体 的 关系 . 

性 质 4.5.7 已 知 抛物 线 了 的 切线 ,7,5,P,Q 分 别 是 ,5 
上 切 点 ,那么 可 以 作出 此 抛物 线 的 对 称 轴 , 顶 点 与 焦点 . 

证 二 次 曲线 本 是 抛物 线 , 点 R 在 线段 PQ 上 .下 面 先 给 出 
抛物 线 的 对 称 轴 的 作法 . 

如 图 4-5-5(a), 设 S 是 过 点 &x5 与 BP Xx AQ 的 直线 与 7 
的 交点 .利用 Brianchon 定理 ,知道 S 是 7 上 的 切 点 . 设 C- 是 a。 
上 的 切 点 ,同样 由 Brianchon 定理 知道 $,R,C。 共 线 , 直 线 SR 即 
RC。 是 本 的 直径 .如 果 PQ 垂直 于 SR , 则 过 线段 PQ 的 中 点 而 平 
行 于 SR 的 直线 就 是 抛物 线 的 对 称 轴 . 

如 果 PQ 不 垂直 于 SR ,过 P 作 SR 的 垂 线 交 SQ 于 性; 再 作 


图 4-5-5 
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出 古 与 此 垂 线 的 另 一 交点 丁 ,过 线段 PT 的 中 点 平行 于 SR 直线 
就 是 抛物 线 的 对 称 轴 . 点 T 的 作法 如 下 , 作 S,Q,N 的 第 四 调和 
点 M, 则 N 关于 二 次 曲线 的 极 线 是 BM , 作 L = BM x PN ,再 作 
N,L,P 的 第 四 调和 点 工 . 由 于 N 的 极 线 是 BM ,NN 与 工 共 示 , 而 
R(PT,LN)= -1, 点 也 在 二 次 曲线 上 ,所 以 工 是 抛物 线 上 点 .证 
明 可 参看 图 4-S- 5(b) ,这 里 画 出 了 抛物 线 . 

在 作出 抛物 线 的 对 称 轴 之 后 ,我 们 来 作 它 的 焦点 . 如 图 
4-5-6, 设 所 作对 称 轴 是 B, 它 与 PT 的 交点 是 X, 过 点 了 的 切线 
是 7. 因 为 8 是 对 称 轴 ,,Y 的 交点 在 8 上 .过 X 平行 于 的 直线 
与 y 交 于 下 ;过 点 XX 平行 于 7 的 直线 交 & 于 下 .利用 Brianchon 定 
理 , 可 知 EF 是 下 的 切线 ,上 且 EF 与 8 的 交点 U 是 EF 上 切 点 ,也 
是 抛物 线 的 顶点 .过 点 下 垂直 于 # 的 直线 和 对 称 轴 有 的 交点 Y 是 
抛物 线 的 焦点 , V 是 焦点 的 证 明 见 8$4.4 后 面 习题 10. 


图 4-5-6 图 4-5-7 
性 质 4.5.8 ”已 知 双 曲线 卫 的 切线 4,7,5,P, Q 分 别 是 6,5 
上 切 点 ,那么 可 以 作出 此 双 曲 线 的 对 称 轴 和 与 渐 近 线 . 
证 二 次 曲线 是 双 曲线 ,点 R 在 区 域 工 内 , 作 它 的 渐 近 线 与 
对 称 轴 的 关键 是 作出 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 的 两 个 交点 .作法 大 
致 如 下 ， 
如 图 4-5-7, 对 退化 六 边 形 tt 堆 $ 利用 Brianchon 定理 可 作 
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出 & 的 平行 切线 ,也 可 作出 其 上 切 点 P', 则 PP 上 的 无 穷 远 点 
A。 与 Ps 共 思 ; 同 理 可 作出 & 上 无 穷 远 点 Q。 的 极 线 QQ’, QQ 上 
的 无 穷 远 点 B。 与 Qs。 也 共 轿 . 

由 共 示 点 对 P- ,A-;Q-,B- 决 定 -上 的 一 个 对 合 , 这 一 对 
合 的 两 个 不 动 点 就 是 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 的 两 个 交点 . 作 直 线 
依次 与 AP。 ,AA。 ,AQ。 ,4B- 交 于 C,C ,D“,D, 直 线 CC 上 由 
C 一 CC 一 C,D 一 D“ 决 定 一 个 对 合 . 如 图 4-5-8, 以 CD,CD- 
为 直径 作 半 圆 交 于 Z, 和 CZC'“, 人 DZD’ 的 角 平 分 线 与 CC 分 别 交 


于 点 U,V. 从 作法 知道 ,和 CZC“= 人 DZD', 人 UZV = 子 , 而 直线 


ZU,ZV 是 人 CZC' 的 内 外 角 平 分 线 ,直线 ZV ,ZU 是 DZD" 的 
内 外 角 平 分 线 .因此 ,R(UV,CC’)= R(UV,DD')= -1, 这 说 明 
U,V 是 CC“ 上 对 合 的 两 个 不 动 点 .直线 AU,AV 上 的 无 穷 远 点 
是 < 上 对 合 的 两 个 不 动 点 ,此 两 点 即 是 了 与 无 穷 远 直 线 的 两 个 
交点 . 另 一 方面 ,直线 PP ,QQ 的 交点 O 是 双 曲 线 的 中 心 , 过 O 
所 作 AU ,AV 的 平行 线 就 是 上 无 穷 远 点 的 切线 ,也 是 双 曲 线 的 
渐 近 线 ,它们 的 角 平 分 线 是 卫 的 对 称 轴 、 


图 4-5-8 


为 了 便于 理解 作法 及 相应 的 证 明 , 图 4-5-7 画 出 了 双 曲 线 
及 无 穷 远 直 线 , 欧 氏 平面 上 的 作法 由 读者 完成 . 
性 质 4.5.9 如 果 已 知 双 曲线 的 两 条 渐 近 线 以 及 一 条 切线 ， 
则 可 作出 此 双 曲 线 的 顶点 与 焦点 . 
证 如 图 4-5-9, 设 双 曲 线 的 渐 近 线 是 8,7, 它 们 的 交点 O 
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是 双 曲 线 的 中 心 ,& 是 双 曲 线 的 一 条 切线 .我 们 知道 , 双 曲 线 的 任 
一 切线 与 渐 近 线 所 成 三 角形 的 面积 
是 常数 . 利用 圆规 直 尺 可 以 作 一 等 
腰 三 角形 O4B ,使 它 的 面积 与 & 和 
渐 近 线 所 成 三 角形 的 面积 相等 , AB 
也 是 双 曲 线 的 切线 , 且 线 段 AB 的 
中 点 C 是 AB 上 切 点 ,OC 是 双 曲 线 
的 实 轴 , C 是 双 曲 线 的 顶点 . 双 曲 线 
的 焦点 可 利用 双 曲 线 的 顶点 与 渐 近 
线 作出 , 双 曲 线 的 实 半 轴 与 虚 半 轴 
长 分 别 为 ae= 10C1,5=1AC1, 则 焦点 F,,F: 和 中 心 O 的 距离 


都 是 Vaz + 07. 

最 后 讨论 椭圆 的 有 关 作 法 . 

性 质 4.5.10 ”如 果 已 知 椭圆 了 的 切线 ,7,$,P,Q 分 别 是 
&,4 上 切 点 , 则 可 作出 此 椭圆 的 对 称 轴 , 顶 点 与 焦点 . 

证 二 次 曲线 是 椭圆 ,点 R 在 区 域 [内 , 先 作 它 的 两 条 对 称 
轴 . 作 法 如 下 ， 

作 过 A 平行 于 ¢ 的 直线 交 PQ 于 X, 由 假设 直线 BX 与 有 
交点 , 记 为 了 .过 Y 作 4 的 平行 线 4 ;对 六 边 形 多 9865 应 用 Brian- 
chon 定理 ,可 知 《是 二 次 曲线 的 切线 . 同 理 可 作出 的 平行 切线 
6'. 由 &,& ,5,Y 构 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 是 二 次 曲线 T 的 一 
对 共 堪 直径 ,它们 的 交点 是 二 次 曲线 的 中 心 O, 见 图 4 一 5 一 10. 可 
以 作出 线束 O 的 另 一 对 苍 直线 ,线束 O 由 共 堪 直线 对 决定 一 
个 对 合 .由 $4.4 习题 9, 可 以 作出 线束 O 的 对 合 的 两 条 互相 垂直 
的 对 应 直线 ,此 两 直线 就 是 二 次 曲线 本 的 对 称 轴 . 

已 知 椭圆 的 对 称 轴 及 一 条 切线 以 及 该 切线 上 的 切 点 , 则 可 作 
出 此 椭圆 的 顶点 与 焦点 . 设 a,B 是 所 作 芽 的 两 条 对 称 轴 , 切 线 
与 a 的 交点 是 已 ,从 6 上 切 点 已 向 作 垂 线 , 垂 足 为 下 ,EE 的 极 线 
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图 4-5-9 


是 PF.E,F;O,P。, 是 a 上 的 两 对 共 罗 点 ,P- 是 c 上 的 无 穷 远 点 . 
可 以 用 性 质 4. 5. 8 中 的 方法 作出 a 与 椭圆 的 交点 ,但 作 图 时 以 
FP。 为 直径 作 半 圆 应 该 用 与 a 垂直 的 直线 PF 代替 . 如 图 
4-5-11, 以 EO 为 直径 的 半圆 交 PF 于 2Z, 和 人 EZF 的 内 外 角 平 分 
线 与 a 分 别 交 于 U,V .对 称 轴 a 与 椭圆 的 交点 就 是 U,V .类 似 可 
作出 8 与 椭圆 的 交点 ,此 四 点 就 是 椭圆 人 的 顶点 .椭圆 的 焦点 可 
以 利用 顶点 作出 . 
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第 五 章 
平面 双 曲 门 何 


这 一 章 采用 Klein 模型 介绍 双 曲 几何 ,把 射影 平面 上 一 条 非 
退化 二 次 曲线 内 部 的 点 所 成 的 集合 作为 双 曲 平面 ,利用 交 比 定义 
两 点 之 间 的 双 曲 距离 及 直线 之 间 的 夹 角 . 双 曲 几何 与 欧 氏 平面 几 
何 一 样 都 是 度量 几何 ,两 者 有 许多 相似 之 处 ,也 有 许多 不 同 的 地 
方 .在 研究 双 曲 几何 时 我 们 突出 了 双 曲 变换 的 作用 ,经 常 利 用 双 曲 
变换 简化 讨论 .这 一 章 我 们 还 讨论 了 双 曲 平面 上 弧 长 与 面积 的 计 
算 . 


$5.1 双 曲 平面 


5.1.1 几何 原本 与 非 欧 几 何 的 发 现 


几何 的 发 展 经 历 了 许多 重要 阶段 ,19 世纪 初 非 欧 几 何 的 发 现 
是 具有 革命 性 的 , 它 不 仅 对 几何 本 身 ,而 且 对 其 他 学 科 的 发 展 也 有 
重要 的 影响 .了 解 一 点 非 欧 几何 ,认识 各 种 几何 之 间 的 内 在 联系 ， 
对 于 开拓 视野 ,培养 数学 修养 ,对 于 以 后 的 学 习 研 究 都 很 有 好 处 . 

我 们 知道 ,古代 几何 是 人 类 在 生产 实践 活动 中 产生 和 总 结 出 
来 的 .我 国 现存 的 最 古老 的 数学 文献 是 ( 周 佣 算 经 》, 传 说 是 商 周 时 
代 遗 留 下 来 的 ,其 中 记载 了 一 些 几何 知识 .例如 ,经 一 周三 ”, 这 就 
是 说 :“ 如 果 圆 周 的 直径 为 一 , 则 周 长 为 三 ;还 有 ”“ 勾 三 股 四 弦 五 ”， 
即 :“ 如 果 直 角 三 角形 的 两 条 直角 边 的 长 分 别 为 三 和 四 , 则 余 边 之 
长 为 五 .目前 ,从 地 下 发 掘 出 来 的 文物 中 最 古老 的 数学 文献 之 一 
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是 1858 年 英国 人 A. H. Rind 从 埃及 的 一 个 金字 塔 中 发 现 的 一 份 
数学 纸 草 卷 . 它 是 公元 前 1650 年 的 遗物 ,上 面 记载 了 85 个 数学 问 
题 , 其 中 有 一 些 是 属于 几何 的 .这 两 份 材料 都 是 采用 一 问 一 答 的 令 
述 方法 , 书 中 只 有 答案 ,没有 叙述 如 何 证 明 . 数 学 史家 认为 :无 论 古 
埃及 还 是 我 国 的 商 周 时 代 , 当时 的 人 类 大 概 还 没有 发 展 到 论证 的 
水 平 . 

根据 历史 的 记载 ,几何 论证 大 约 开始 于 公元 前 7 世纪 , 古 希 腊 
时 代 , 相 当 于 我 国 的 春秋 时 期 .在 几何 论证 的 先驱 者 中 ,著名 的 有 
Pythagoras, 他 培养 了 一 批 学 生 并 且 组 成 了 一 个 学 术 困 体 ,他 们 系 
统 地 整理 了 前 人 的 几何 知识 .Euclid 是 公元 前 3 世纪 人 (大 约 公元 
前 330 一 前 275 年 ) ,他 给 学 生 讲授 几何 学 ,后 来 把 讲稿 整理 成 一 
本 书 ,叫做 《几何 原本 》(《Elements》) ,以 下 常常 简称 为 《原本 》, 这 
本 书 的 出 现 是 数学 史上 的 重大 事件 之 一 《原本 》 全 书 共 十 三 卷 , 其 
中 第 五 ,七 , 八 , 九 ,十 各 卷 是 用 几何 方法 叙述 算术 和 比例 理论 ,其 
余 各 卷 是 纯 几 何 的 .前 四 卷 讨 论 直 线形 和 圆 的 理论 ,第 六 卷 是 相似 
形 ,最 后 三 卷 是 立体 几何 部 分 .Euclid 从 柏拉图 学 派 那里 受到 严格 
的 逻辑 思维 训练 .他 创造 性 地 把 前 人 的 几何 知识 在 一 个 逻辑 框架 
中 系统 地 总 结 起 来 ,这 就 是 公理 化 思想 的 开始 . 

在 明 朝 末年 由 利 玛 赛 口译 ,徐光启 执笔 ,合作 翻译 了 Euclid 
的 《几何 原本 ) 前 6 卷 ,1607 年 在 北京 雕版 刊行 《几何 原本 》 从 此 
传人 我 国 ,几何 这 一 术语 也 因而 沿用 至 今 .徐光启 通过 翻译 ,领悟 
到 这 部 巨著 的 重大 意义 ,他 给 此 书 以 很 高 的 评价 :“ 此 书 为 益 ,能 令 
学 理 者 祛 其 浮 气 , 练 其 精心 ,学 事 者 资 其 定 法 ,发 其 巧 思 , 故 举世 无 
一 人 不 当 学 ”. 一针见血 地 道 出 了 《原本 ) 在 科学 思维 方面 给 入 以 系 
统 训练 的 巨大 作用 .1857 年 《几何 原本 》 后 9 卷 由 清 代 李 善 兰 翻 
译 刊 出 (中 译本 《几何 原本 》 分 15 卷 ). 

Euclid 的 《几何 原本 ) 的 基础 结构 是 定义 (点 , 线 , 面 , 角 等 ), 公 
设 , 公 理 (一 般 逻 辑 的 概念 ) ,其 中 著名 的 Euclid 的 五 个 公设 是 : 

(1i ) 任 两 点 决定 一 条 直线 ; 
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《ii ) 一 有 限 线段 可 以 无 限 延 长 ; 

( 诈 ) 存在 以 任意 点 为 中 心 ,任意 长 为 半径 的 圆 ; 

(iv) 凡是 直角 都 相等 ; 

(V ) 平面 上 两 直线 被 一 直线 所 截 , 若 截 线 一 侧 的 内 角 之 和 小 
于 r, 则 此 两 直线 必 相 交 于 截 线 的 这 一 侧 . 

Euclid 的 公设 实际 上 就 是 通常 所 说 的 公理 ,第 五 公设 也 称 为 
第 五 公理 . 欧 氏 平面 上 不 相交 直线 叫 平行 线 , 人 们 早 就 知道 第 五 公 
设 等 价 于 : 

过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 平行 线 . 

它 称 为 平行 公理 ,因此 第 五 公设 也 称 为 平行 公理 . 

从 这 些 公设 出 发 ,Euclid 证 明了 465 条 命题 ,包含 了 那个 时 代 
的 几乎 所 有 几何 成 果 .两 千 多 年 来 《几何 原本 成 为 传播 几何 知识 
的 标准 范本 ,人 们 把 这 种 大 家 熟悉 的 几何 称 为 欧 氏 几何 .现在 中 学 
教 的 平面 几何 基本 上 还 是 《原本 》 的 体系 . Euclid 整理 几何 的 方法 
一 一 公理 法 也 已 成 为 研究 数学 的 基本 方法 之 一 , 它 对 数学 的 发 展 
影响 深远 . 

从 公元 前 330 年 到 1800 年 ,人 们 始终 坚信 , 欧 氏 几何 是 物理 
空间 的 正确 理想 化 .但 在 2000 多 年 的 时 间 里 ,数学 家 始终 对 一 件 
事 耿 耿 于 心 ,Euclid 所 用 的 公理 (公设 ) 应 该 是 不 证 自明 的 真理 ,而 
Euclid 的 第 五 公理 比 其 他 公理 复杂 , 它 的 叙述 方式 更 像 一 个 定理 . 
即使 Euclid 自己 显然 也 不 喜欢 他 对 平行 公理 的 那 种 说 法 ,因为 他 
只 是 在 证 完 无 需 用 平行 公理 的 所 有 定理 后 才 使 用 它 . 非 欧 几何 的 
历史 开始 于 对 平行 公理 的 研究 .长 期 以 来 对 这 个 问题 的 研究 有 两 
种 途径 ,一 种 是 试图 用 更 为 简明 的 命题 代替 平行 公理 , 另 一 种 是 试 
图 从 其 他 公理 推导 出 平行 公理 .有 许多 人 都 曾 声称 他 们 已 经 证 明 
了 平行 公理 ,但 是 到 后 来 总 是 被 其 他 人 找 出 破绽 . 研究 Euclid 的 
第 五 公理 的 人 如 此 之 多 ,又 是 如 此 的 徒劳 无 功 ,使 得 1759 年 4 
Alembert 把 平行 公理 问题 称 为 “几何 原理 中 的 家 丑 ”. 研究 发 现 第 
五 公理 有 许多 等 价 的 命题 ,下 面 是 其 中 著名 的 一 些 : 
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(1) 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 平行 线 ; 

(2) 三 角形 的 三 内 角 和 等 于 x; 

(3) 对 任何 图 形 存在 任意 大 小 的 相似 图 形 ; 

(4) 在 直线 的 同一 侧 与 之 距离 相等 的 点 的 轨迹 是 直线 且 与 之 
平行 . 

下 面 我 们 对 第 五 公理 及 它们 的 等 价 命题 进行 一 些 分 析 讨 论 ， 
先 证 明 

引 理 5.1.1 如 果 Euclid 的 五 个 公设 中 的 前 四 个 成 立 , 则 三 
角形 的 任 一 外 角 大 于 其 他 两 个 内 角 中 的 任 一 个 . 

证 用 反 证 法 , 设 公 ABC 的 外 角 人 ABD 近 人 BAC. 

(1) 如 图 5-1-1(a), 若 人 ABD = 人 BAC, 取 DD 使 线段 DB 
=AC, 则 入 DBA 与 人 CAB 全 等 .这 就 有 人 DAB + 人 BAC = 
ABC+ 人 BAC=x, 所 以 点 D 在 直线 AC 上 ,与 “两 点 决定 一 条 
直线 "矛盾 . 


A A 
人 @) 
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(2) 如 图 5 一 1 一 1(b) ,如果 作 ABD < 人 BAC, 则 可 以 在 线段 
BC 内 找到 一 点 C' 使 ZABD = 人 BAC' .显然 直线 AC 与 DC 是 不 
同 的 直线 ,(1) 证 明了 这 不 可 能 . 

定理 5.1.2 第 五 公理 成 立 的 充 要 条 件 是 平行 公理 成 立 . 

证 ”如 果 第 五 公理 成 立 , 则 过 直线 外 一 点 至 多 只 有 一 条 平行 
线 .如 图 5-1-2(a), 设 A 是 直线 BD 外 一 点 ,过 A 作 直 线 AC 使 


CAB + 人 ABD =r. 如 果 AC 与 BD 相交 ,不 妨 设 交点 是 C=D，. 


则 和 EAC = 和 人 ABD ,与 引 理 5.1.1 矛盾 .所 以 从 第 五 公理 可 得 平 
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行 公理 . 
反之 ,假设 平行 公理 成 立 , 设 两 直线 被 一 直线 所 截 , 截 线 一 侧 
的 内 角 之 和 小 于 两 直角 ,而 此 两 直线 不 相交 .如 图 5-1-2(b), 利 
用 对 称 性 可 以 得 到 过 直线 外 一 点 的 两 条 平行 线 ,与 平行 公理 矛盾 . 

如 果 第 五 公理 成 立 , 从 这 一 定理 的 证 明 可 知 ,如 果 平 面 上 两 平 
行 的 直线 被 一 直线 所 截 , 则 截 线 任 一 侧 的 内 角 之 和 等 于 x. 

下 面 我 们 证 明 第 五 公理 与 (2) 等 价 . 

定理 5.1.3 第 五 公理 成 立 的 充 要 条 件 是 任 一 个 三 角形 的 三 
内 角 和 等 于 r. 

证 假设 第 五 公理 成 立 .如 图 5-1-3(a), 设 人 ABC, 由 第 五 
公理 及 定理 5.1.2, 过 A 可 作 BC 的 平行 线 AD, 这 时 DAB + 
LABC= x, LDAC + ACE =r. 从 LACB + 人 ACE = 及 
人 DAC+ 人 ACE =r 可 得 人 DAC= 人 ACB ,由 此 得 全 4BC 的 三 
内 角 和 等 于 r. 


全 ©) 
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反之 ,我 们 假设 任 一 三 角形 的 三 内 角 和 等 于 r. 设 点 A 是 过 
B,C 的 直线 外 一 点 ,过 A 作 直 线 AD 使 人 DAC = 人 ACB ,如 果 直 
线 AD 与 BC 相交 , 则 不 论 交 点 在 直线 BC 的 那 一 边 ,交点 与 A,C 
成 三 角形 的 三 内 角 和 都 大 于 r. 这 证 明 AD 与 BC 平行 .下 面 证 明 
过 A 的 平行 线 只 有 一 条 .如 图 5-1-3(b), 取 直线 BC 上 点 B,C， 
C1,…, 使 AB= BC,AC= CC,…. 由 于 AB=BC, 可 设 人 BAC= 


LACB = w, 从 三 角形 的 三 内 角 和 等 于 r. 可 得 二 CAC, = 了 am…. 


2 
把 这 些 角 加 起 来 得 


a+ 寺 a+ 坟 a+…=20. 


另 一 方面 人 BAD =2a ,如 果 AH 是 过 A 的 任 一 不 与 AD 重合 的 直 
线 , 那 么 必 有 
LHAB+ LABC>r 或 ZHAB+ 人 ABC<x. 

则 过 BAH >2a 或 BAH<2a, 从 上 面 证 明 可 知 AH 必 与 BC 相 
交 , 所 以 过 A 只 有 一 条 平行 线 . 

两 千 多 年 来 ,许多 人 都 试图 证 明 欧 氏 第 五 公设 ,但 是 都 没有 成 
功 ,直到 19 世纪 初 问题 才 从 相反 的 方向 得 到 解决 . 俄国 的 
Lobachevsky(1792 一 1856) ,匈牙利 的 J. Bolyai(1802 一 1860) ,德国 
的 Gauss(1777 一 1855) 等 人 几乎 同时 得 出 一 种 非 欧 几何 ,他 们 证 
明了 :如 果 否 定 第 五 公设 , 则 存在 另 一 种 几何 , 它 与 欧 氏 几何 不 同 ， 
而 其 中 没有 任何 矛盾 .也 就 是 说 ,对 平行 公理 的 研究 导致 了 新 几何 
的 发 现 ,新 几何 满足 Euclid 的 前 面 四 个 公设 ,而 不 满足 第 五 公设 . 
一 般 称 为 双 曲 几何 或 者 Lobachevsky 几何 . 

Bolyai 系 匈牙利 军官 ,他 称 非 欧 几何 为 绝对 几何 , 写 了 一 篇 26 
页 的 论文 《绝对 空间 的 科学 》, 作 为 附录 发 表 在 其 父 的 一 本 书后 
(1832 年 ). Lobachevsky 在 一 系列 的 论文 中 给 出 了 他 对 非 欧 几何 
的 研究 ,而 Gauss 在 他 的 日 记 , 笔 记 以 及 与 朋友 的 通信 中 记录 了 他 
对 非 欧 几何 的 研究 ,生前 没有 发 表 他 对 非 欧 几何 的 研究 .他 们 研究 
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非 欧 几 何 的 方法 都 是 采用 逻辑 推理 , 即 公 理 法 ,他 们 证 明了 非 欧 几 
何 的 许多 定理 .尽管 非 欧 几 何 的 诞生 是 自古 希腊 时 代 以 来 数学 中 
一 个 重大 的 革新 , 它 改变 了 人 们 对 数学 的 看 法 也 改变 了 人 们 研究 
数学 的 方法 ,但 那 是 后 来 的 事情 .由 于 非 欧 几何 的 许多 定理 都 和 我 
们 的 习惯 观念 相 冲 突 , 也 部 分 由 于 Gauss 是 当时 公认 的 伟大 的 数 
学 家 ,而 Gauss 生前 没有 发 表 这 些 研究 ,以 及 其 他 原因 ,这 个 工作 
以 及 对 它 的 意义 的 全 面 认识 都 被 推迟 了 大 约 30 年 . 当 Gauss 关于 
非 欧 几何 的 研究 通信 与 注 记 在 他 去 世 之 后 出 版 时 ,人 们 的 注意 力 
才 引 向 这 一 课题 .以 后 的 发 展 与 研究 使 数学 家 们 认识 到 非 欧 几何 
的 意义 . 非 欧 几 何 使 人 们 认识 到 欧 氏 几何 并 非 必然 是 物质 空间 的 
几何 .我 们 知道 , 非 欧 几 何 的 一 种 形式 已 经 被 Einstein 用 于 研究 时 
空 的 相对 论 ,寻找 反映 物质 空间 的 几何 的 研究 直到 今天 还 在 继续 . 

双 曲 几何 和 欧 氏 几何 一 样 ,很 多 定理 的 证 明 可 以 不 依赖 于 平 
行 公 理 , 这 样 的 定理 在 双 曲 几何 也 成 立 .例如 引 理 5.1.1 没有 用 到 
Euclid 的 第 五 公设 ,所 以 在 双 曲 平面 上 也 有 :三 角形 的 任 一 外 角 大 
于 其 他 两 个 内 角 中 的 任 一 个 .因为 在 双 曲 平面 上 平行 公理 不 成 立 ， 
它 的 等 价 命题 也 不 成 立 . 故 在 双 曲 平面 上 没有 相似 图 形 ; 在 直线 的 
同一 侧 与 之 距离 相等 的 点 的 轨迹 不 再 是 直线 ;三 角形 的 三 内 角 和 
不 再 等 于 r. 

1868 年 ,意大利 数学 家 Beltrami(1835 一 1899) 在 一 篇 文章 中 
证 明了 双 曲 几何 可 以 局 部 实现 于 普通 的 欧 氏 空间 里 ,作为 下 面 曲 
面 上 的 几何 学 


> 四 四 u 
F(u,v)= {sin ucos v,sin usin v,ln tan 5- + cos ul. 


2 
这 一 曲面 是 由 xOy 平面 上 的 中 物 线 绕 z 轴 旋 转 得 到 , 它 是 Gauss 
曲率 等 于 一 1 的 曲面 , 叫 伪 球 面 (图 5 一 1 一 4). 在 这 一 局 部 模型 上 ， 
双 曲 几何 的 直线 段 对 应 曲面 上 的 测 地 线 ( 曲 面 上 的 连接 两 点 的 最 
短 曲 线 ) .在 19 世纪 初 ,射影 几何 也 发 展 起 来 了 ,到 19 世纪 末 ， 
Cayley 和 Klein 的 研究 发 现 , 可 以 从 射影 几何 给 出 欧 氏 几何 与 双 
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x 
(a) 人 


图 5-1-4 


曲 几何 的 模型 ,这 些 进 展 使 得 双 曲 几何 得 到 世人 的 承认 .在 这 之 
后 ,几何 又 有 了 许多 重要 的 发 展 , 各 种 几何 ,特别 是 微分 流 形 上 几 
何 的 研究 ,拓扑 的 研究 都 日 趋 活跃 . 

由 于 时 代 的 局 限 ,Euclid 的 《几何 原本 》 的 公理 法 体系 不 是 很 
严格 的 .在 发 现 非 欧 几 何 几 十 年 之 后 ,这 一 工作 由 德国 数学 家 Hil- 
bert(1862 一 1943) 的 名 著 《 几 何 基 础 )(1899 年 ) 最 终 完成 . Hilbert 
的 欧 氏 几何 公理 体系 由 (i ) 结 合 公理 ( 共 8 条 );(ii) 顺序 公理 
( 共 4 条 );( 放 ) 合同 公理 ( 共 5 条 );(iv ) 平行 公理 (1 条 );(V) 连 
续 公 理 ( 共 2 条) 组 成 .Hilbert 还 证 明了 它们 作为 公理 体系 必需 满 
足 的 相 容 性 ,独立 性 ,完备 性 .从 而 证 明了 平行 公理 与 其 他 公理 是 
独立 的 , 它 不 能 作为 定理 从 其 他 公理 推出 ,改变 平行 公理 可 以 得 到 
非 欧 几何 的 公理 体系 . 


5.1.2 双 曲 平面 的 Klein 模型 


我 们 已 经 知道 ,如 果 把 射影 平面 上 某 一 条 直线 作为 无 穷 远 直 

线 , 可 得 到 仿 射 平面 .进一步 在 仿 射 平面 上 适当 地 定义 两 点 之 间 的 

距离 与 直线 的 夹 角 就 得 到 欧 氏 平面 .下 面 取 定 射影 平面 上 一 条 实 

的 非 退 化 的 二 次 曲线 K,K 把 射影 平面 上 的 点 分 成 三 部 分 :K 上 

点 ;K 内 部 的 点 (无 切线 点 );K 外 部 的 点 (二 切线 点 ). 适 当选 择 射 
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影 坐 标 , K 的 方程 可 写成 : 


rit+zxi~— zi=0. 
采用 点 的 非 齐 次 坐标 z= 于,y= 芝 , 则 K: Tz?* ++y =1 也 可 以 看 


成 欧 氏 平面 E* 上 的 单位 圆 . 

定义 5.1.1 (i) K 内 部 的 点 所 成 集合 H* = {(z,y)EE’| 
Zz?+y 之 11 称 为 双 曲 平面 ,其 上 的 点 是 双 曲 平面 上 点 ,二 次 曲线 
K 上 点 称 为 理想 点 或 无 穷 远 点 ,K 叫做 双 曲 平面 的 绝对 形 ; 

(ii ) 绝对 形 K 的 每 一 条 弦 ( 即 射影 平面 上 直线 在 K 内 部 分 ) 
是 双 曲 平面 上 的 直线 ,点 与 直线 的 结合 关系 是 通常 的 结合 关系 ; 

(前 ) 如 果 双 曲 平 面 上 两 直线 在 H* 上 不 相交 , 称 它们 平行 ; 
如 果 它 们 交 于 绝对 形 , 则 称 它们 是 一 对 极限 平行 线 . 

P(zi,zri,zs) 是 双 曲 平面 上 点 的 充 要 条 件 是 zi + zx? - x3 < 
0. 根 据 定义 , 双 曲 平面 上 任 一 直线 与 绝对 形 有 两 个 交点 ,因此 任 一 
双 曲 直线 上 有 两 个 无 穷 远 点 . 双 曲 直线 上 任意 两 点 决定 一 双 曲 线 
段 ,A,B 决定 的 线段 有 时 也 记 为 AB. 由 定义 ,平行 关系 是 相互 的 ， 
即 如 果 直 线 & 与 了 平行 , 则 5 与 4 也 平行 .5 与? 是 极限 平行 的 充 
要 条 件 是 & 与 7 的 交点 在 绝对 形 K 上 .为 了 叙述 方便 ,我 们 把 K 
外 部 的 点 称 为 超 理想 点 

由 定义 立即 可 得 ( 见 图 5S-1-5) 

性 质 5.1.4 ”过 双 曲 平面 上 直线 外 一 点 可 
作 无 数 条 平行 线 , 其 中 有 两 条 是 它 的 极限 平行 
线 . 

例 1 6:6zi+ 人 rz+ 人 zs=0, 即 和 + 
& y+ 6 =0, 是 双 曲 平 面 上 直线 的 充 要 条 件 是 
+ ->0. 

证 将 & 看 作 欧 氏 平 面 上 直线 ,K 的 圆心 0(0,0) 到 直线 & 
的 ( 欧 氏 ) 距 离 是 


大 


是,$=T 一 # 


1é,1 
V SET+ 
因此 是 H? 上 直线 的 充 要 条 件 是 |&,|<V 伍 + 名 、 
这 样 定义 的 双 曲 平面 是 双 曲 几何 的 一 个 模型 , 称 为 Klein 模 
型 . 双 曲 几何 也 可 以 用 公理 法 定义 并 讨论 ,这 里 的 讨论 主要 在 
Klein 模型 上 进行 . 


5.1.3 双 曲 度量 


下 面 定义 双 曲 平面 上 点 之 间 的 距离 以 及 直线 之 间 的 夹 角 , 它 
们 都 可 以 用 交 比 定义 . 

1 双 曲 距离 

设 A,B 是 H? 上 两 点 ,直线 AB 交 绝 对 形 K 于 P,P,, 四 点 
A,B,P,,P, 的 顺序 如 图 5 -1 6, 这样 的 顺 
序 使 交 比 


P fp, 
这 里 售 !* 名 :是 利用 欧 氏 距离 计算 交 比 . ~_/ 


定义 5.1.2 两 点 A,B 的 双 曲 距离 是 图 5-1-6 
d(4A,B)= 志 In R(AB,P,P:)， 
注 “ 如 果 把 两 点 距离 定义 为 
d(A,B)=§In R(AB,PP,), 
p>0 是 常数 ,以 后 的 讨论 一 样 进行 ,p 称 为 双 曲 半径 .采用 不 同 的 
o 对 于 双 曲 几何 的 研究 没有 实质 的 不 同 . 
性 质 5.1.5 (i) d(A,B) 之 0, 且 4d(A,B)=0 的 充 要 条 件 
是 A=B; 
(i) d(A,B)=4a(B,A); 
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( 痢 ) 如 果 A ,B,C 是 双 曲 平面 上 任意 三 点 , 则 
d(A,C)+d(C,B)>d(A,B), 
等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 A,B,C 共 线 , 且 C 在 A,B 之 间 . 


证 由 R(AB,P,P,)>1 知 d(A,B)= 半 In R(AB,P,P,) 


>>0 ,等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 全 5!. 2 = 1, 这 时 4,B,Pi,P; 中 


有 两 点 重合 .由 于 P,P, 是 无 穷 远 点 ,d(A,B)=0 的 充 要 条 件 是 
A=B, 这 证 明了 (i ). 
(iD a(A,B)= BIn RCAB,P,P:)= 寺 In R(BA, PP) 
= d(B,A). 
( 放 ) 设 A,B,C 是 HY 上 不 共 线 三 
点 ,如 图 5-1-7, 设 AB 交 K 于 P,P,， 
AC 交 天 于 Qi,Q:,CB 交 K 于 Ri,R;. 
记 A’=ABX R,Q,,B’=ABXxX RQ',S 
= RQ1X R,Q;,D= SCX AB. 于 是 
R(CB, RR,)= R(DB,B’A’) 
-DB’.BA’ DP' .BP; 
BB” DA’” BP, DBP, 
= R(DB,PP,), 
等 式 成 立 , 则 必 有 B = P,,A” “=P, ,这 与 
A ,B,C 不 共 线 矛 盾 . 同 理 
R(AC, QQ,)= R(AD,B’A’)>R(AD,P'P;,). 


图 5-1-7 


所 以 
R(CB,RIR;,)R(AC, QQ,)>R(DB, PP,)R(AD,PP,) 
= R(AB ,PP,), 
两 边 取 对 数 ,证 明了 对 于 不 共 线 的 三 点 A,B,C 
d(4,C)+da(C,B)>d(A,B). 
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如 果 C 是 线段 AB 上 一 点 ,由 
R(AB,P,P,)= R(AC, P,P,)R(CB,P,P,) 
得 到 
d(A,C)+4d(C,B)=d(A,B). 

也 就 是 说 ,A ,B 之 间 的 双 曲 距离 等 于 线段 AB 上 任 一 点 与 A,B 
的 距离 之 和 . 

性 质 5.1.5 中 三 个 条 件 也 是 任何 距离 必须 满足 的 条 件 , 其 中 
《出 ) 叫 距离 的 三 角 不 等 式 .( 前 ) 也 说 明 双 曲 平面 上 的 两 点 之 间 的 
线段 实现 两 点 的 双 曲 距离 ,如 果 A ,B 是 双 曲 平面 上 两 点 ,我 们 也 
称 4(A,B) 是 双 曲 线段 AB 的 长 . 

如 果 不 考虑 A,B,P, ,P, 的 顺序 , 则 有 


d(A,B)= 寺 lln RCAB, PP,)|. 
性 质 5.1.6 lim d(A,B) = + o, 因 此 双 曲 直线 与 欧 氏 直线 
一 样 也 是 无 限 长 的 . 
AP， BP， 


证 这 是 因为 lm R(AB, PP,)= lp BP AP;™ + oo， 


所 以 dmd(A,B)= + oo . 

性 质 5.1.6 说 明了 双 曲 平面 上 可 以 有 任意 长 的 线段 , 任 一 线 
段 也 可 无 限 延长 ;绝对 形 K 上 的 点 在 双 曲 距离 的 意义 下 也 是 无 穷 
远 点 . 

例 2 设 P,P,EK,A 是 PP; 的 欧 氏 中 点 ,B 是 P,P, 上 
另 一 点 ,BE 下 . 设 P,P, 的 欧 氏 长 度 是 2!,AB 的 欧 氏 长 度 是 do， 
则 

do=ith d(A,B). 

证 从 


AP，BP; 1 .ltdo_l+td, 


R(AB,P'P,)= BP, Ap, 1d 1 万 起 ， 
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了 _1L，L+do aata,B Ltdo 
可 得 da(A,B) Th -ae -7 一 a0' 所 以 


24(A.B) _ 
d= Les = th dl(A,B). 
e +1 


如 果 A 是 绝对 形 的 中 心 , 则 1 =1, 这 时 d。=th a(A,B). 利 


用 函数 /CD)= th 上 至 = 二 1<0, 知 道 du=thd(A,B)< 


d(4,B),A 天 日. 也 就 是 说 ,这 时 A,B 的 欧 氏 距离 总 小 于 双 曲 距 
离 . 
下 面 的 性 质 给 出 双 曲 距离 的 坐标 表示 式 
性 质 5.1.7 在 欧 氏 坐标 下 ,两 点 A(z1,y1),B(x,y;) 的 双 
曲 距 离 a 满足 
chd= a . 
Vil-zi-yVl-zri-y 
证 在 齐 次 坐标 下 ,A,B 用 a= (zi,yi,1),b6= (zx,,y,,1) 
表示 ,直线 AB 上 其 他 点 可 表示 为 a + 46, 代 入 K 的 方程 整理 得 : 
XL’*+2AH+G’=0, 
其 中 G*=1-z?-y,H=1-ziz-yyL =1- 芒 -加 ,此 
三 数 均 大 于 0, 由 于 AB 与 K 有 两 个 实 交点 , 故 有 
A=H’-1’G’>0. 
直线 AB 上 两 理想 点 由 下 两 数 决定 : 
SAV LO ws HE 


A 


所 以 


RCAB,P P ) = 入 -TV 下 二 亚 G _ltVi-o 
Yh H-VF-LG 1-VI-o 


其 中 。= 团 .因此 
* 235 ， 


PE rg 3 
d=d(A,B)=jIn i nltYl-e., 
1-vV1l-o’ be 
=ltvVl-o es=l-vV1l-o 
; 2 


chd=s =- 1 一 ztzz 二 yy2 
由 于 chd 之 1, 这 也 证 明了 对 任意 zi, yt,za,y,zi+ 只 <1， 
ri+y<l, 
1-ziz -yyFV1l- ryVl- ry. 
例 3 设 A(0,X4),B(p,0),O(0,0)€EH?,0<4,p<1, 记 
a=d(0,B),B=d(O,A),7=d(A,B). 


1 4 
由 性 质 5.1.7, cha = ， ChB = 
a 了 
1 _ ,chy = .因此 2 
V1-2’ Vl-a Vl-p dd ; 
a 


cha*chB=chy. 根 据 下 面 的 定义 , OA 垂 
直 于 0B,O,A,B 构成 双 曲 直角 三 角 
形 ,cha*chB=chy 叫 作 此 直角 三 角形 的 勾 股 定理 (图 $-1-8). 
2” 双 曲 角度 
定义 5.1.3 设 打 6, 人,6),7(7, 思 ,73) 是 双 曲 平面 上 两 
相交 直线 ,它们 的 交角 一 (5,7) 由 下 式 给 出 
[én + € 9 — 6373| 
V+ 各 -入 "V+ 一家 
这 样 定义 的 双 曲 角 度 是 . 与 了 所 成 交角 中 较 小 的 一 个 .利用 
下 面 的 性 质 ,我 们 可 判断 两 交角 的 大 小 . 
性 质 5.1.8 ” 双 曲 平面 上 两 直线 垂直 的 充 要 条 件 是 它们 关于 
绝对 形 K 共 斩 . 
这 是 因为 ,由 定义 《与 7 垂直 的 条 件 是 6&7 + 名 思 一 名 7 = 
“2 * 


图 5S-1-8 


L(€,7)=arccos 


0, 这 也 是 £ 与 w 共 思 的 条 件 . 可 以 证 明 , 双 曲 平 面 上 两 直线 如 果 关 
于 共 思 , 它 们 在 双 曲 平面 上 一 定 相 交 . 

如 图 5-1-9, 设 交 于 点 A 的 两 直线 与 7 成 两 角 0,,0,, 设 
关于 绝对 形 K 的 极点 是 Z, 则 AZ 是 的 共 斩 直 线 , 与 AZ 在 
双 曲 平面 上 垂直 .以 后 我 们 要 证 明 一 点 处 的 双 曲 角度 具有 可 加 性 ， 
且 平 角 为 x. 因 此 9, + 9, = r, 据 此 可 以 比较 两 双 曲 角 的 大 小 ,图 
5 一 1 一 9 情况 ,0, < 0.,. 


a 


性 质 5.1.9 (1 ) 顶点 在 绝对 形 中 心 O 的 双 曲 角度 与 欧 氏 
角度 相同 ; 

(ii ) 当 两 直线 中 有 一 条 过 中 心 O 时 ,它们 双 曲 垂 直 的 充 要 
条 件 是 它们 欧 氏 垂直 . 

证 设 &(&1,6,,0),7(71, 加 ,0) 是 过 中 心 O 的 两 直线 , 则 

1 人 D1 二 62 加 | 
V+ VMN+tR 
显然 这 也 是 与 4 的 欧 氏 角度 . 

(ii ) 直线 与 % 双 曲 垂直 的 充 要 条 件 是 $7 + 7 一 外 7 
=0, 当 ,7 中 有 一 条 过 中 心 时 , 它 成 为 与 九 + 扎 思 =0, 这 也 是 
,7 欧 氏 垂直 的 条 件 . 

要 注意 的 是 , 双 曲 平面 上 只 有 相交 直线 才 有 交角 ,而 平行 直线 
( 非 极限 平行 线 ) 无 交角 可 言 (见习 题 4) ,这 也 是 双 曲 平面 与 欧 氏 

< 


(8 ,7) = arccos 


平面 的 不 同 之 处 . 
例 4 设 A(0,)),B(w,0),D(0,0) 是 例 3 中 双 曲 平面 上 三 
点 . 双 曲 公 ABO 的 三 边 的 方程 分 别 是 
OA:r=0, OB:y=0, AB:Ar+ py- Apy=0. 
因此 公 ABO 的 三 内 角 的 双 曲 角度 分 别 是 
/AhAOB= 于 , LOAB=arccos 天 -一 一 一 ， 
2 eee /jz 十 Re = Xp 2 
LOBA =arccos i 
它们 的 欧 氏 角度 分 别 是 


T 
7T? arccos »， arccos 


和 K 


显然 


A A 
arccos ee J 
arccos 二 A < arccos F 
这 证 明了 ,个 ABO 的 三 内 角 的 双 曲 角度 之 和 小 于 它 的 欧 氏 角 
度 之 和 ,所 以 双 曲 人 ABO 的 三 内 角 之 和 小 于 x. 在 $5.3, 我 们 将 
证 明 任 一 双 曲 三 角形 的 三 内 角 之 和 小 于 x. 当 ?一 1 时 ,A 趋 于 无 
穷 远 点 ,这 时 OA 与 BA 趋 于 一 对 极限 平行 线 ， 
A 


lim OAB = lim arccos 一 -一 -一 一 =0. 
al al J A 


习题 5.1 
1. 验证 双 曲 函数 的 下 列 公 式 


ez-shiz=l,1-thr=sh z=, 
ch 工 
sh(z+y)=sh zch ytch xsh y, ch(x+y)=ch zch y+sh zsh y. 
2. 设 8:2z+1=0 与 7:az+y+1=0(a 为 参数 ) 是 双 曲 平面 上 两 直线 ， 
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a 是 参数 .对 于 下 列 各 情况 ,分 别 求 参 数 a 满足 的 条 件 : 
(1) 6,7 是 下 的 平行 线 ;(2) 8,7 是 极限 平行 线 ;(3) 6,7 是 相交 直线 . 


3. 设 A(0,0),B (0 二 ) 是 双 曲 平面 上 的 点 : 

(1) 计算 d(A,B);(2) 找 出 线段 AB 的 双 曲 中 点 C. 

4. 验证 直线 :7+ 方 =0 与 9:z+y-1=0 是 双 曲 平面 上 平行 线 ,但 不 
是 极限 平行 线 ,如 果 用 计算 双 曲 角度 的 公式 计算 # 与 的 夹 角 会 出 现 什么 情 
况 ? 

5. 在 双 曲 平面 上 , 试 求 过 点 A ( 方 ,0 ) 关 于 直线 y= - 于 的 重 线 ,并 求 


点 A 到 直线 y= - 方 的 距离 . 

6. 双 曲 平行 四 边 形 的 对 边 相等 吗 ? 

| L- 过 1 

7. 设 A( 二 ,十 ),B(- 填 , 寺 ),C(0, 去 ),OC0,0) 是 双 曲 平面 上 的 
点 ， 

(1) 验证 A,B,C 共 线 ,但 三 线段 OA ,0B ,OC 的 双 曲 中 点 不 共 线 ; 

(2) 证 明 结论 * 三 角形 任意 二 边 中 点 的 连 线 等 于 第 三 边 的 一 半 "在 双 曲 
几何 中 不 成 立 . 

8. 证 明 双 曲 平面 上 一 定 直线 的 所 有 垂 线 互 为 平行 线 ,但 不 是 极限 平行 
线 . 

9. 设 A( -去 ,a),A'( 序 ,a) 是 双 曲 平面 上 两 点 , 设 它们 双 曲 距离 为 
4 计算 chd 及 lim cha ,并 说 明 它们 的 几何 意义 ， 


2 


$5.2 双 曲 运动 


设 p:por'= Az 是 射影 平面 上 的 直射 ,如 果 g 把 绝对 形 K:zi 
+ x? 一 zz?=0 变 成 自身 , 则 p 把 K 内 部 的 点 (无 切线 点 ) 变 成 内 部 
的 点 .这 样 的 直射 诱导 双 曲 平面 上 的 一 个 一 一 变换 , 称 为 H* 上 的 
双 曲 变换 或 者 双 曲 运动 . 
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我 们 来 推导 gp 是 双 曲 运动 的 条 件 . 把 绝对 形 K 的 方程 表示 


成 
1 0 0 
zl0 1 r=0. 
0 0 -1 
1 0 0 
直射 p 把 这 一 方程 变 为 xz 了 (A 并 1 0 |A-z'=0, 因 此 
0 0 -1 
9 是 双 曲 运动 的 充 要 条 件 是 存在 非 零 常数 r 使 
10 0 1 0 0 
4T|0 1 0|A=rl0 1 0 
0 0 -1 0 0 -1 
两 边 取 行列 式 可 知 r>0. 在 等 式 两 边 取 逆 矩阵 可 证 明 
10 0 10 0 
Al0 1 0|A'=rl0 1 0 
00 -1 0 0 -1 


如 果 A = (ai), 则 pr = Ax 是 双 曲 运动 的 充 要 条 件 是 
ai 学 a 过 je 
abhtah ah =r, 
abtay ah = -rt, 
aani + qa -awa =0, 1&i,j<3,iz¥j. 
从 双 曲 运动 的 定义 容易 得 到 
定理 5.2.1 H* 上 所 有 双 曲 运动 的 集合 构成 群 , 称 为 双 曲 运 
动 群 , 它 是 直射 变换 群 的 子 群 . 
显然 ,$5.1 中 定义 的 双 曲 平面 上 的 直线 及 直线 的 平行 等 概 
念 都 是 在 双 曲 运动 下 不 变 的 ,类 似 这 样 在 双 曲 运动 下 不 变 的 性 质 ， 
称 为 双 曲 性 质 , 对 应 的 几何 叫 双 曲 几何 .对 于 双 曲 平面 上 两 图 形 
M 与 M' ,如 果 存 在 双 曲 运动 把 M 变 成 M', 则 称 M 与 M “在 双 曲 
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几何 里 是 全 等 的 (合同 的 ) . 

定理 5.2.2 双 曲 距离 ,角度 都 是 双 曲 运动 下 的 不 变量 . 

证 由 于 双 曲 距离 是 利用 交 比 定义 的 , 双 曲 运动 把 K 上 的 点 
变 成 K 上 的 点 且 保持 交 比 , 双 曲 距离 在 双 曲 运动 下 不 变 . 双 曲 角 
度 的 不 变性 可 以 利用 交角 计算 公式 验证 .由 $2.3, 直 射 pg:pr = 
Az 决定 的 射影 平面 上 的 直线 到 直线 的 变换 表示 式 是 os“ = 
(A7')"&. 如 果 p 是 双 曲 运动 , 则 


1 0 0 1 0 0 
47|0 1 0|4=rl0 1 0 
9 实 和 0 0 -1 


设 (86 ,6),7(7, 思 7) 是 双 曲 平面 上 两 相交 直线 ,6 
= gpg(&),7 =g(&), 坐 标 下 ,p16 =(A ')"&,p27 = (A ')"'7, 不 
妨 设 o = p;=1. 所 以 


10 01f97 
Erm+EN -E0066)0 1 0 | 
0 0 -1)ly 
1 0 0 办 
=(&,€2,6)A I0 1 (4 ')T | 
0~、 0 =4 va 
10 0 nn 
=r (8 ,86,6))0 1 0 ||nl, 
0 0 -ly 


类 似 可 得 
ETI+E2-€3=r (C+) 
Tt- + 
代入 人 (& ,7 ) 的 交角 公式 即 可 证 明和 人 (&,y)= 和 人 (&,7). 
双 曲 距离 与 角度 是 基本 的 双 曲 不 变量 . 如 果 存 在 双 曲 运动 把 
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两 个 双 曲 三 角形 的 一 个 变 成 另 一 个 ,由 定理 5.2.2, 这 两 个 三 角形 
的 对 应 边 与 对 应 角 都 相等 ,利用 双 曲 运动 还 可 证 明 这 两 个 三 角形 
的 角 平 分 线 , 中 线 等 也 对 应 相等 .下 面 讨 论 几 种 具体 的 双 曲 变换 . 

如 图 5 一 2 一 1, 设 双 曲 平面 上 直线 £ 关于 绝对 形 K 的 极点 是 
Z(Z 是 超 理想 点 ), 以 《为 轴 ,Z 为 中 心 决 Zz 
定 射影 平面 上 一 个 调和 同调 变换 gp. 从 
$2.3 知道 ,yp 是 一 个 直射 , 它 使 得 Z 以 及 pA 
上 每 一 点 不 动 , 并 且 对 射影 平面 上 任 一 点 ”人 12 入 
P, 四 点 了 ,pp(P),Z,PZ x& 是 调和 点 列 . 

性 质 5.2.3 这样 的 p 是 双 曲 运动 ， 
它 是 双 曲 平面 上 以 为 对 称 轴 的 反射 . 

证 如 图 5-2-1, 设 Q 是 K 上 任 一 R 
点 ,Q 攻 8&,R 是 ZQ 与 K 的 另 一 个 交点 ， 
A=ZQx86. 由 于 2Z 与 A 共 罗 ,Z,A,Q,R 
是 调和 点 列 ,p(Q)= 尺 .这 证 明了 p 将 K 上 点 变 成 K 上 点 ,9 是 
双 曲 运动 . 设 己 是 再 上 任 一 点 ,P 人 ,不 妨 设 已 就 在 Z4 上 ,由 
于 QR 与 4 共 罗 ,QR 与 4 是 双 曲 垂直 的 , 双 曲 运动 保持 两 点 的 距 
离 ,d(A,P)=d(A,p(P)), 因 此 p(P) 是 点 PP 在 以 直线 & 为 轴 
的 反射 下 的 像 .这 证 明了 9 是 双 曲 运动 ,是 以 & 为 轴 的 反射 . 

推论 5.2.4 (1 ) 双 曲 平面 关于 任 一 直线 成 反射 对 称 ; 

(ii) 设 A,B 是 双 曲 平面 上 任 两 点 , 则 存在 双 曲 变换 把 A 变 
成 B. 

证 (ii) 过 AB 的 双 曲 中 点 作 垂 线 ,以 《为 轴 的 反射 把 A 
变 成 B. 

显然 , 绕 绝对 形 中 心 的 欧 氏 旋转 也 是 直射 , 它 也 把 绝对 形变 成 
自身 ,这 种 旋转 也 是 双 曲 运动 . 设 A 是 日 上 任 一 点 ,9 是 一 个 常 
数 ,对 于 双 曲 平面 上 任 一 点 已 ,将 AP 绕 A 旋转 9, 旋转 时 保持 AP 
的 双 曲 长 度 不 变 , 得 AP .如 果 9>0, 旋 转 是 逆 时 针 的 ;如 果 0< 
0, 旋 转 是 顺 时 针 的 .定义 y(P) = P' .显然 ,y 是 H* 上 的 一 个 映 
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间 5=2=1 


射 , 称 为 双 曲 旋转 . 
性 质 5.2.5 双 曲 旋转 也 是 双 曲 运动 . 
证 双 曲 旋转 可 以 分 解 成 两 个 双 曲 反射 . 设 y 是 绕 定点 A 旋 
转角 是 9 的 双 曲 旋转 ,不 妨 设 


Piei(P) 

0<0<x. 如 图 5-2--2, 设 ,7 是 

交 于 A 的 两 直线 ,它们 之 间 夹 角 上 0 
0 

为 去 9. 以 91, 92 分 别 表示 关于 p 

§,7 的 反射 .不 难 证 明 , gp,。9, 是 本 


以 A 为 中 心 ,旋转 角 为 9 的 旋转 ; 
而 p,。9: 是 以 A 为 中 心 ,旋转 角 为 - 9 的 旋转 . 
利用 双 曲 运动 可 以 简化 双 曲 几何 问题 的 证 明 ,下 面 用 它 证 明 
双 曲 角度 也 可 用 交 比 表示 .对 于 任意 点 PE H? ,如 果 过 已 的 虚 直 
线 满足 K 的 自 共 罗 直 线 的 方程 , 则 称 它 是 绝对 形 K 的 虚 切线 . 
定理 5.2.6 设 ,rs 是 过 H? 上 两 直线 与 7 的 交点 的 虚 
切线 , 则 


ZL(8,0) = 二 lIn R(é7, rir2)|. 


证 由 于 交 比 与 双 曲 角度 都 是 双 曲 运动 不 变 的 ,不 妨 设 § 与 
7 的 交点 就 是 绝对 形 的 中 心 0, 这 时 6 与 7 的 双 曲 角度 与 欧 氏 角 
度 相同 .过 原点 O 与 圆 点 1(1,i,0),J(1, -i,0) 的 两 条 极 小 直线 
x1+izs=0,x1 一 iz;=0 也 是 绝对 形 K 的 虚 切线 , 切 点 分 别 是 了， 
J ,由 Laguerre 定理 ， 


2(6 们 = 去 ln R( 多 era) 


这 一 定理 的 证 明 也 说 明 双 曲 角度 与 欧 氏 角度 一 样 , 具 有 可 加 
性 , 即 如 果 B,D 在 直线 AC 的 两 侧 , 则 和 BAC 与 人 CAD 的 双 曲 
角度 之 和 等 于 人 BAD 的 双 曲 角 度 . 也 证 明了 双 曲 几何 中 ,平角 也 
是 
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例 1 设 9 是 下 上 一 个 双 曲 运动 ,如 果 A 是 9 的 唯一 的 不 
动 点 , 则 p 是 绕 A 的 一 个 双 曲 旋转 . 

证 如 图 5-2-3, 设 A,B,C 是 双 曲 平面 上 的 共 线 三 点 ,由 
于 双 曲 变换 是 等 距 , pg(A)= A,B =9?(B),C = pg(C) 也 是 共 线 
三 点 ,它们 顺序 关系 与 A, B,C 相同 . 设 射线 AC 与 4A'C’ 的 夹 角 
为 96,0<6<r. 对 于 AC 上 任 一 点 P,p(P) 是 AC "上 一 点 . 设 刀 是 
双 曲 平面 上 任 一 点 ,D 不 在 直线 AC 上 ,A,B,D 构成 三 角形 , 记 
D'= g(D),AB'D' 是 与 ABD 全 等 的 三 角形 .如 果 D 在 图 53-2-3 
(a) 中 所 示 位 置 , 则 D' 也 是 由 DD 绕 A 旋转 9 得 到 ;如 果 D' 在 图 
5 一 2 一 3(b) 所 示 位 置 ,BB“ 交 AD 于 E, 交 AD' 于 E' ,显然 p(E)= 
E'. 设 下 是 EE' 的 双 曲 中 点 ,一 定 有 P( 下 ) = 下 ,这 与 9 只 有 一 个 不 
动 点 矛盾 ,图 5-2-3(b) 情 况 不 可 能 存在 .对 6=r 这 些 证 明 稍 加 修 
改 仍然 成 立 , 


疼 S~2 一 3 


这 一 证 明 几 乎 可 以 原封 不 动 地 用 来 证 明 欧 氏 几 何 的 如 下 命 
题 : 

设 g 是 欧 氏 平面 上 一 个 欧 氏 变换 ,如 果 A 是 9 的 唯一 的 不 动 
点 , 则 9p 是 绕 A 的 一 个 旋转 . 


例 2 试 求 由 直线 z= 壮 决 定 的 双 曲 平面 上 的 反射 ， 
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解 此 例 可 以 用 $2.3 的 方法 ,下 面 采用 交 比 来 解 .直线 z= 上 


关于 绝对 形 K 的 极点 是 Z(2,0,1). 设 P(x, ,zx,,zx;) 是 射影 平面 
内 任 一 点 .不 难 求 得 直线 ZP 与 2x, - x3=0 的 交点 是 Q(z 一 
2z3, 一 372,2X1 -473). 设 pp= hz+ pq, 解 得 p=3,yx= 一 1， 
A=2z1 -zi3,p =Az- pqg=(5zri -4zr3,—3z2,47x1 一 5z;) 是 Z， 
Q,P 的 第 四 调和 点 ,这 也 是 点 也 在 p 下 的 像 的 坐标 .因此 双 曲 反 
射 p 的 表示 式 是 
zi] f5 0 -4]{z 
Plz? 
3 


写成 非 齐 次 坐标 形式 是 


由 于 9= 9 ' ,容易 求 出 双 曲 平面 上 直线 在 此 反射 下 的 像 . 
习题 5.2 


1. 设 A,B 是 双 曲 平面 上 两 点 ,A' 是 直线 站 上 点 , 试 证 总 存在 双 曲 变换 
使 A 变 成 A', 点 B 变 成 f 上 有 A’ 的 指定 一 侧 上 点 . 

2. 设 人 ABC 与 人 A'B'C’ 是 双 曲 平面 上 全 等 三 角形 ( 边 角 对 应 相等 的 三 
角形 ) ,证 明 存在 双 曲 运动 使 三 角形 的 一 个 变 成 男 一 个 . 

3. 在 双 曲 平面 上 , 设 ,7 是 极限 平行 线 ,E= xX 7, 设 A 是 4 上任 一 点 ， 
试 证 A 到 直线 1 的 距离 x 随 着 A 向 E 移动 而 减少 , 且 移动 时 可 取得 一 切 正 
实数 (一 点 到 直线 的 距离 以 垂 线 为 最 短 ). 


4. 求 出 双 曲 平面 上 关于 y= 二 的 反射 ,并 求 出 它 与 关于 z= 方 的 反 
射 的 合成 gy 与 W ,并 求 出 py 的 旋转 角 . 
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8$5.3 双 曲 三 角 学 


5.3.1 双 曲 三 角 学 


双 曲 平面 上 任意 不 共 线 的 三 点 确定 三 条 线段 ,它们 构成 的 图 
形 叫 做 双 曲 三 角形 ,三 点 是 三 角形 的 顶 | 


点 ,三 线段 是 边 ,三 线段 两 两 所 成 角 叫 Bp 
双 曲 三 角形 的 内 角 . 对 于 任意 满足 三 角 
不 等 式 的 三 正 数 ,都 存在 双 曲 三 角形 使 # ~ 


它 的 三 边 长 分 别 等 于 此 三 正 数 . “了 

对 于 由 三 不 共 线 点 A,B,C 构成 图 5-3-1 
的 双 曲 全 ABC ,以 a,B,Y 表示 三 边 BC ,CA ,AB 的 长 ,A,B,C 表 
示 它 的 内 角 . 

定理 5.3.1 设 人 ABC 是 双 曲 三 角形 , 则 有 

(1)cha=ch Bch Y- sh Bsh ycos A, 

(ii) cos A= -cos Beos C+sin Bsin Ccha， 

(ii) 下 人-=sm 甩 -sinC， 

sha shp shy 

其 中 (| ) 与 (ii ) 分 别称 作 双 曲 三 角形 的 边 与 角 的 余弦 定理 ,( 放 ) 
称 作 双 曲 正弦 定理 . 

证 先 证 (i). 由 于 双 曲 运动 不 改变 长 度 与 角度 ,不妨 设 A 
是 绝对 形 的 中 心 , 这 时 A(0,0),B(zi,yi),C(zra,y). 利 用 性 质 
5.1.7 可 得 

1- zx 一 132 
VI-zi-yVi-z-y 

1 
A 
利用 双 曲 角度 的 定义 
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ch a = 


ch B= 


1Z2 十 132 
V zi Vrty 
及 z+y=th 7,z2+2=th?B, 得 

ztza+yiy=th Bth ycos A, 
ch a=(1-th Bth ycos A)ch Bch y， 

化 简 即 得 双 曲 余弦 定理 . 

从 双 曲 余弦 定理 及 sh 8=chp8- lshy=chy-1, 可 得 

sinA_l1-ecos'A_1-cha-chp- ch y+2ch ach pch y 


cos A= 


shia 加 shza shzushz pshz7y 
上 面 等 式 中 右边 关于 a, 8,y 是 对 称 的 ,类似 可 得 SS 的 
表示 式 ,它们 也 等 于 上 式 右边 ,而 下 全 ,中 太 ,于 人 都 是 非 负数 ， 
双 曲 正弦 定理 成 立 ,这 证 明了 ( 诈 ). 
利用 双 曲 余弦 定理 及 正弦 定理 可 得 
cos Bcos C+cos A 
sin Bsin C 


chall- (chrat+ch B+chy)+2ch ach Bch yj 
sin Bsin Cshzash Bsh 7 
1-(chrat+ch B+ch’y )+2ch ach Bchy 
sin7Ashzpsh 7 
从 (前) 的 证 明知 道 最 后 一 式 中 的 分 式 等 于 1, 因此 


hs cos Becos C + cos A 
sin Bsin C 


这 三 个 公式 是 双 曲 三 角形 的 边 角 关 系 的 基本 公式 , 它 完 全 决 
定 了 双 曲 三 角形 的 边 角 关 系 .我 们 称 边 角 对 应 相等 的 双 曲 三 角形 
全 等 ,利用 定理 5.3.1 可 以 给 出 两 个 三 角形 全 等 的 条 件 . 

性 质 5.3.2 下 列 情况 之 一 成 立 , 则 两 双 曲 三 角形 全 等 : 

(1) 三 边 相 等 ; (ii ) 三 角 相 等 ; ( 诈 ) 两 边 及 夹 角 相等 ; 
(iv ) 两 角 及 一 边 相等 . 


=cha* 


.247。 


证 下 面 证 明 (iv ), 其 余 留 作 练 习 . 要 证 明 两 个 三 角形 的 两 角 
及 一 边 对 应 相等 则 它们 全 等 ,只 要 证 明 如 果 一 个 双 曲 三 角形 的 两 
角 及 一 边 确定 , 则 其 他 边 角 也 确定 . 设 双 曲 公 ABC 中 人 BAC = A 
与 <ABC=B 已 知 ,以 下 分 情况 讨论 . 

(1) 边 AB 的 长 已 知 设 为 7, 由 双 曲 三 角形 的 角 的 余弦 定理 

cos C= -ecos A cos B+sin Asin Bch y， 
角 人 ACB 也 确定 .因此 如 果 两 三 角形 的 一 边 及 此 边 上 两 角 对 应 相 
等 , 则 它们 的 三 内 角 对 应 相等 ,由 (ii ) 这 时 两 三 角形 全 等 . 
(2) 设 边 AC 的 长 为 8, 由 双 曲 正 艾 定 理 
hw _sin Ash 8， 


sinB 
双 曲 正弦 是 单 值 函 数 ,因此 BC 的 边 长 a 确定 .由 定理 5.3.1 
ch y=ch ach B- sh ash Bcos C， 
cos C=—cos Acos B+sin Asin Bch y， 
可 得 
ch ach B+ sh ash Becos Acos B 

1+sh ash Bsin Asin B 
所 以 BC 的 边 长 y 也 确定 .这 里 入 ABC 的 三 边 长 都 确定 ,由 (i ) 
可 知 两 个 三 角形 全 等 . 

上 面 关于 两 角 一 边 对 应 相等 的 三 角形 全 等 的 证 明 要 比 欧 氏 三 
角形 对 应 情况 复杂 一 些 ,这 是 因为 在 双 曲 平面 上 三 内 角 和 是 不 确 
定 的 ,关于 这 一 点 的 完全 证 明 见 8$5.4. 

定理 5.3.3 ” 双 曲 三 角形 的 三 内 角 和 小 于 x. 

证 假如 入 ABC 的 内 角 和 A+B+C>t, 则 x-B-C<A<x， 
因此 


ch7= 


cos A 委 cos(r- B-C)= -cos(B+C). 


由 双 曲 三 角 公式 ,得 
h cos Atcos Beos C<< 二 cos(B+ C)+cos Beos C - 1 
3 sin Bsin C sin Bsin C 


此 与 ch >1 了 矛盾 .因此 任 一 双 曲 三 角形 的 内 角 和 小 于 r. 
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对 于 给 定 的 三 角形 ABC ,r- (A++C) 叫 做 全 ABC 的 角 
亏 , 可 以 证 明 对 于 任意 给 定 的 其 和 小 于 x 的 三 正 数 ,存在 一 个 双 曲 
三 角形 ,使 它 的 三 内 角 分 别 等 于 给 定 的 三 正 数 . 

如 果 三 角形 中 有 一 个 角 是 直角 , 则 三 角形 成 为 直角 三 角形 ,从 
定理 5.3.1 可 得 到 双 曲 直角 三 角形 的 基本 公式 . 

性 质 5.3.4 设 在 双 曲 三 角形 ABC 中 ,C= 地 , 则 

(i ) sin A= 时 ,cos A= 早 多， 
(ii) ch y=chach B=cot Acot B, 


罗 9 _cosA 
(i) cha= mB 


证 sin A= 蛙 ,ch a = cs 全 及 ch y=ch ach 8 可 以 直接 


从 定理 5.3.1 得 到 .从 双 曲 余弦 定理 得 
chiBcha-cha_shBcha_shBchy 
sh 8sh y sh 7Y ch 8Bsh 7y” 
这 证 明了 (i ) 中 后 一 式 . 由 
i = sh YthB_chashB_shp 


shathy sha tha’ 


cos A= 


及 类 似 公式 cot B= 时 记 可 得 ch y=cot Acot B. 


这 些 公式 中 ch y = ch ach 8 称 为 双 曲 直角 三 角形 的 勾 股 定 
理 .公式 sh a=sin Ash 7 说 明 在 双 曲 直角 三 角形 中 斜 边 大 于 直角 
边 


性 质 5.3.5” 双 曲 平面 上 ,一 点 到 直线 的 距离 以 垂 线 为 最 短 ， 
如 果 在 双 曲 平面 上 定义 两 点 A,B 之 间距 离 为 


L(A,B)= 半 pln R(AB, PiP,), 
则 边 长 为 a,B,7Y, 内 和 角 为 A,B,C 的 全 ABC 的 双 曲 三 角 公 式 为 
(1)ch =ch Bah 了 二 中 sh Yos A， 
e oe 2 oe 2 
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(ii ) cos A= -cos Beos C+sin Bsin Ch 三 ， 


容易 知道 , 当 p 趋 于 + co ,而 全 ABC 的 边 长 保持 不 变 时 ,从 上 面 的 
三 角 公 式 分 别 可 得 

(1)a’=pP+7y -2Brcos A, 

(ii ) cos A= -cos Beos C+sin Bsin C， 


(1 ) 与 (站 ) 分 别 是 欧 氏 三 角形 的 余弦 与 正弦 定理 ,而 (ii ) 对 
欧 氏 三 角形 是 恒等式 , 它 等 价 于 A+ B+ C=r. 这 说 明 欧 氏 乎 面 
可 以 看 成 双 曲 平面 当 双 曲 半径 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 情况 . 


5.3.2 直线 与 直线 的 相关 位 置 


我 们 知道 , 双 曲 直线 上 有 两 个 无 穷 远 点 , 双 曲 直线 是 可 以 定义 
方向 的 , 取 定 双 曲 直线 的 一 个 无 穷 远 点 相当 于 给 出 直线 的 一 个 方 
向 .假如 & 与 7 是 极限 平行 线 ,它们 交 于 无 穷 远 点 ,这 时 我 们 称 它 
们 沿 着 同一 方向 平行 . 

性 质 5.3.6 ” 双 曲 平面 上 只 有 沿 着 同一 方向 平行 的 极限 平行 
线 具有 传递 性 . 

如 图 5-3 一 2(a) 与 图 5-3-2(b),&/w,7/4, 但 与 5 都 
不 平行 ,这 是 双 曲 平面 与 网 氏 平面 的 又 一 不 同 之 处 . 

关于 两 直线 的 相关 位 置 有 
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(a) (b) 
图 5-3-2 

性 质 5.3.7 (i ) 两 直线 垂直 的 充 要 条 件 是 它们 关于 绝对 形 
共 生 ; 

(ii ) 两 直线 是 极限 平行 线 的 充 要 条 件 是 它们 的 双 曲 角度 为 
零 ; 

(〈 计 ) 两 直线 平行 但 不 是 极限 平行 的 充 要 条 件 是 它们 存在 公 
垂 线 , 这 样 的 公 垂 线 是 唯一 的 . 

证 〈ii) 直 线 5(6 ,6 ,人 5) ,7(7 ,7 ,93) 是 极限 平行 线 的 充 
要 条 件 是 它们 的 交点 在 绝对 形 K 上 , 即 

(€& nn + (én — 61) (6 -6m) =0. 
经 过 简单 计算 可 知 它 与 
(&, 了 1 + é, 7 -6373) 


Tl 
(&1+6 -6)(mn+n- 7) 


2 
cos 0= 


等 价 . 

(而) 两 直线 平行 但 不 是 极限 平行 的 充 要 条 件 是 它们 的 交点 
在 K 外 . 设 直 线 & 与 7 交 于 绝对 形 外 一 点 Z, 则 Z 关于 天 的 极 线 
5 与 上 ,7 都 共 思 , 且 交点 都 在 K 内 ,所 以 5 是 与 了 的 公 垂 线 , 这 
证 明了 (六 ) 中 条 件 的 必要 性 . 

反之 ,如 果 直 线 & 与 4,7 都 垂直 ,由 ( i) 知道 , ,与 ¢ 都 共 
轿 , 因 此 的 极点 既 在 $ 上 ,又 在 9 上 ,从 而 的 极点 是 EX. 另 
一 方面 双 曲 平面 上 直线 的 极点 在 K 外 ,6,7 是 交 于 超 理 想 点 的 直 
线 ,( 前 ) 中 条 件 是 充分 的 ,这 也 证 明了 公 垂 线 的 唯一 性 。… 
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如 图 5-3 - 3, 公 垂 线 5 与 6,y 分 别 交 于 点 P,Q, 从 性 质 
5.3.5 知 道 ,点 P,Q 之 间 的 距离 就 是 

直线 4 与 之 间 点 的 最 短 距离 ,我 们 NS 
称 它 是 直线 与 7 之 间 的 距离 . 禄 六 = 5 

双 曲 运动 把 平行 直线 变 为 平行 < 一 
直线 ,进一步 还 有 

例 1 设 6,y 和 8 ,路 是 双 曲 平 
面 上 两 组 极限 平行 线 , 则 存在 双 曲 运 图 5-3-3 
动 p, 使 pg(6)=& ,p(n7)=7. 

证 如 图 5-3-4, 设 E=&xX7,E’=&Xy ,在 7 上 取 点 A， 
过 A 作 & 的 垂 线 , 垂 足 是 B, 由 §5.2, 习 题 3,7 上 存在 点 A', 使 
A' 到 & 的 距离 就 是 4d(A,B). 设 B 是 A 向 作 垂 线 的 垂 足 ， 
d(A,B)=d(A’,B'). 作 双 曲 运动 p ,使 Pp(B)= B ,9p:( 巨 )= 
EE'. 这 时 pi(A) 就 是 A' 或 者 是 A' 关 于 台 的 对 称 点 ,如 果 是 后 一 种 
情况 再 作 关于 直线 6 的 反射 ,使 pi( 7 成 为 了 


图 5-3-4 图 5-3-5 


.因此 任意 一 对 极限 平行 线 是 双 曲 平面 上 的 全 等 图 形 . 
例 2 ”如果 一 直线 与 另 两 直线 相交 成 相等 的 同位 角 , 则 两 直 
线 平行 ,但 不 是 极限 平行 线 . 
证 如 图 5=3-5, 直 线 & 与 才 ,7 相交 成 相等 的 同位 角 6， 
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不 妨 设 0< 本 ,否则 考虑 另 一 边 的 同位 角 .下 证 7，7 存在 公 
垂 线 . 

设 & 与 ,7 交 于 A,B;C 是 线段 AB 的 双 曲 中 点 .过 C 分 
别 作 ,7 的 垂 线 , 垂 足 是 已 ,下 .因为 双 曲 三 角形 三 内 角 和 小 于 
x, 忆 ,下 分 别 在 直线 & 的 两 侧 . 在 人 ACE 与 全 BCF 中 : 


CAE= LACBF=0, LCEA= CFB= 子 ， AC= CB, 
所 以 AAACE 与 ABCF 全 等 ,三 点 C,E,F 共 线 ,EF 是 1,7, 的 
公 垂 线 . 

例 3 如 图 5-3-6,ABB'A’ 是 双 曲 平面 上 四 边 形 , 人 A’AB 


= 一 ABB' = 本 , 边 A4A" 与 BB' 双 曲 长 人 < 人 
相等 , 设 为 a,AB 与 A'B' 双 曲 长 分 别 al g a 
是 5,c, 则 
C b - 
sh =chash. 4 b 8 
证 设 人 A’A4B’ =0,AB’ 的 双 曲 图 5-3-6 


长 d, 在 人 AA'B' 中 
ch c=ch ach d -sh ash dcos 0， 
而 在 直角 三 角形 ABB 中 
cos 4=sin( 王 -4) 
消去 4 得 
chc=chiach b—shia=chia(ch 5—1)+1, 
利用 2sh? 元 =chz -1, 得 


_sha 


=ha ch d=ch ach b. 


shF=ch ash 艺 : 
例 3 中 直线 AB 是 直线 AA“ 与 BB “的 公 垂 线 , 从 上 面 讨论 知 


道 c>0, 此 例 给 出 了 线段 AA“, BB “相等 时 , AB ,AA ,A 卫 的 双 
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曲 长 的 关系 .从 sh 号 = ch ash 乡 知道 ,如 果 A"，B- 分 别 沿 直线 


AA',BB' 趋 于 无 穷 远 点 ,A'B’ 的 长 度 也 无 限 增加 . 它 的 极限 情况 
是 ,A',B' 是 无 穷 远 点 ,A'B’ 与 AA“ 互 为 极限 平行 线 , A'B’ 与 BB” 
也 是 一 对 极限 平行 线 . 


例 4 试 证 对 任意 给 定 的 角 0< 一 295 ,存在 以 9 为 内 角 的 


正 n 边 形 . 

证 如 图 5-3-7, 设 O 是 绝对 形 的 中 0 
心 ,Ai,A; 是 以 O 为 中 心 的 正 ” 边 形 的 两 4 
个 顶点 . 设 正 n 边 形 的 内 角 是 9, O4, 与 


OA; 的 长 相等 而 夹 角 为 人 ,过 O 向 A,A: 人 在 一 太一 六 
作 垂 线 , 垂 足 是 Bi ,人 OA1B1= 二 0, 由 性 质 。 图 5-3-7 
人 


/xr_0 
cos750 sin[5- 世 
ch d(O,B,)= i 元 >1, 
sin 一 dn 
n n 


所 以 下 -人 > 下 , 即 9< 外-207. 当 A, 沿 OA, 趋 于 无 穷 远 点 
7 n n 


时 ,了 趋 于 0. 另 一 方面 , 当 A, 趋 于 O 时 ， 
(rr_ 0 
sin (于 2) 
sin 荆 
这 证 明了 随 着 A 的 变化 , 即 正 ” 边 形 的 顶点 到 中 心 距离 的 变化 ， 
9 可 取 到 开 区 间 (0, 外 二- 站) 内 任 一 值 ,也 证 明了 对 任意 


1= lim ch d(O,B,)= lim 
AI™O AI™O 


be (0 所 5 ) ,存在 以 6 为 内 角 的 正 边 形 . 


n 
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在 $5.4 我们 将 证 明 , 双 曲 三 角形 ABC 的 面积 是 x-A-B 
一 C. 所 以 例 4 中 正 ” 边 形 的 面积 是 
(n-2)x- n0. 
当 n 充分 大 ,9 充分 小 时 , 正 n 边 形 的 面积 可 以 任意 大 . 


从 例 4 还 可 知道 , 当 ">5 时 ,他 一 25=x- 到 > 至 ,这 时 存 
在 内 角 是 亏 的 正 n 边 形 ,这 种 正 n 边 形 的 面积 是 
二 Cn 一 4)r. 


5.3.3 罗氏 函数 


如 图 5-3-8, 设 &,7 是 一 对 极限 平行 线 ,E= 6x 1, 设 A,B 
分 别 是 直线 与 了 上 点 ,AB 垂直 于 7.w 是 人 BAE 的 双 曲 角度 ,z 
是 线段 AB 的 双 曲 长 度 , 称 w 是 平行 线 &,7 关于 平行 距 z 的 平行 
角 . 当 点 A 在 6 上 移动 时 ,平行 距 x 与 相应 的 平行 角 w 都 在 改变 ， 
Lobachevsky 证 明了 它们 之 间 存 在 着 简单 的 函数 关系 . 


mw 
姑 
m 


图 5-3-8 图 5-3-9 
定理 5.3.8 ”对 于 任意 一 对 极限 平行 线 ,w 是 zx 的 函数 ， 


w=2arccot e”. 
证 设 五 是 线段 BE 上 一 双 曲 点 ,w= 人 BAE’, limw’ = w. 
设 BE' 的 双 曲 长 为 w ,由 性 质 5.3.4 的 证 明 ， 
2 


，_ shz 
cot 妈 三 工 一 。 
tha 
由 lima’ =+%, lim thz= lm 和 -ee =1,cot w= sh 工 = 
EE ee Pe E>Etha 


sh zx, 得 
ex —2e’cot w—1=0, 
四 
e = 一 = 
sin w 


cot 字 . 
因此 w= 2arccot er . 

在 图 5-3-8 中 , 设 % 上 另 一 无 穷 远 点 是 下, AF 是 7 的 另 一 
极限 平行 线 , 显 然 也 用 FAB = w, 因 此 AB 是 人 FAE 的 角 平 分 
线 .利用 §3.2, 性 质 3.2.11 可 以 知道 ,以 AB 为 轴 的 双 曲 反射 把 
直线 AE 变 成 AF ,这 也 证 明 AB 是 人 FAE 的 角 平 分 线 .由 此 得 双 
曲 平面 上 和 角 平 分 线 的 作法 . 


如 果 z >0, 则 0<arccot e < 韦 , 由 定理 5.3.8 可 得 

推论 5.3.9 平行 角 是 锐角 , 且 是 平行 距 的 单调 减 函 数 ,w 可 
以 取得 区 间 (0, 了 内 任 一 值 . 

设 A 是 直线 7 外 任 一 点 ,从 A 向 7 作 垂 线 的 垂 足 是 也， 
d(A,B)=z. 设 过 A 的 直线 5 与 AB 的 交角 是 6, 则 由 罗氏 函数 


知道 , 当 9= w=2arccot e< 时 ,5 是 7 的 极限 平行 线 ; 当 0<w 时 ,5 
与 了 相交 ;0>w,5 与 了 平行 ,但 不 是 极限 平行 (图 5-3-8). 


习题 5.3 


1. 试 证 满足 下 列 条 件 之 一 的 双 曲 三 角形 是 全 等 三 角形 ， 

(1) 三 边 相 等 ; (2) 三 角 相 等 ; (3) 两 边 及 夹 角 相 等 . 

2. 设 人 ABC 满足 B= y,ch a=chpB=3， 

(1) 求生 ABC 的 三 内 角 ; (2) 求 BC 边 上 的 高 . 

3. 证 明 双 曲 平面 上 四 边 形 各 边 相等 的 充 要 条 件 是 它 的 对 角 线 相互 垂直 
平分 ,这 时 四 边 形 是 平行 四 边 形 . 

< 站 


4. 设 6,7 是 一 对 极限 平行 线 ,E=&X n€ K, 另 一 直线 4 与 4,7 分 别 交 
于 4,B, 试 证 人 BAE+ 人 ABE<x. 

5. 设 6,7 是 平行 线 ,如果 AE&,BE ,使 得 d(A,B) 实 现 直线 6,7 之 
间 的 距离 , 则 直线 AB 是 &,7 的 公 垂 线 . 

6. 设 a,B,7,A,B,C 分 别 是 入 ABC 的 三 边 长 与 三 内 角 ,2s=a+ + 
7, 则 


2 A_sh ssh(s—-a) sinz A_sh(s-p)sh(s—7) 
2 shBshy sn" 3 shBshy 


7. 证 明 双 曲 三 角形 的 角 平 分 线 交 于 一 点 . 

8. 试 证 明 ,如果 双 曲 三 角形 两 条 边 上 的 高 交 于 一 点 , 则 第 三 条 高 也 过 此 
点 . 

9. 设 生 4“B'C 与 绝对 形 外 切 于 A,B,C, 设 G 是 A4 ,BB“ ,CC 交点 , 试 
证 点 G 到 直线 AB ,BC ,CA 的 双 曲 距离 相等 . 


10. 如 图 ,在 四 边 形 ABCD 中 ,人 DAB = 人 ABC = 人 BCD = 村, 线段 


DA ,AB, BC ,CD 的 双 曲 长 分 别 是 a,b,c,d, 试 证 
(1) sh d=ch ash b; (2) ch ach b=ch dch ce. 


a C 
D 
C 
a 
4 b B 
习题 10 习题 11 


11. 在 双 曲 五 边 形 ABCDE 中 除 人 EDC 外 都 是 直角 ,如 图 各 边 长 为 a， 
b,c,d,e, 证 明 

(1) sh ach e=sh cch d; 

(2) 如 果 人 EDC 也 是 直角 , 则 sh a =ch bch csh d 一 ch dsh b; 

(3) 利用 以 上 结果 计算 cos 等 . 
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$5.4 双 曲 弧 长 与 面积 


5.4.1 双 曲 平面 上 的 几 种 曲线 


定义 5.4.1 到 定 直 线 的 双 曲 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 称 为 
定 直 线 的 等 距 线 . 

点 到 直线 的 距离 以 垂 线 为 最 短 , 下 面 求 到 x 轴 , 即 y=0 的 等 
距 线 , 定 长 为 7 .一 般 情况 利用 双 曲 运动 可 以 得 到 . 

过 工 轴 的 欧 氏 垂 线 就 是 双 曲 垂 线 ,点 (z+,y)EH? 到 轴 的 
距离 就 是 (zx,y) 与 (x ,0) 之 间 的 双 曲 距离 ,所 以 

Vi-z’ 
Vl-ri-y” 
即 (chzr-1)z2z+chzry =ch'r-1, 即 
zz+(cothzr)y=1. 
这 就 是 到 z 轴 距 离 是 7 的 点 的 轨迹 ,从 欧 氏 观点 看 它 是 椭圆 ;在 
双 曲 平面 上 是 相交 于 无 穷 远 点 的 两 条 曲 
线 (图 $-4-1). 

与 欧 氏 平面 上 圆 一 样 , 双 曲 平面 上 到 
定点 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 称 做 双 曲 
圆 .中 心 在 (0,5) 半 径 为 ~ 的 双 曲 圆 的 方 
程 是 


chr= 


si 
RU 


整理 得 : 图 5-4-1 
(1-6b°)zx +(1-6°7)y -26(1-7)y=7 -6b’, 
其 中 =th rx. 如果 65=0 得 中 心 在 原点 的 双 曲 圆 
zz 十 只 =thzr. 
假如 A,B,C 是 以 E 为 圆心 的 双 曲 圆 上 三 点 ,显然 , EA , EB， 
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EC 的 双 曲 长 相等 ,E 也 是 线段 4AB , BC, CA 中 垂 线 的 交点 .下 例 
说 明 存在 三 角形 其 三 边 上 的 中 垂 线 的 交点 不 在 下 上 ,所 以 双 曲 
平面 上 不 共 线 的 三 点 不 是 总 能 决定 
一 双 曲 圆 的 . 

例 1 如 图 5-4-2, 设 线段 
AB 的 中 垂 线 是 &, 过 £ 上 超 理想 点 
Z 作 直 线 7, 过 B 作 的 垂 线 , 垂 足 
为 D ,再 在 直线 BD 上 取 点 C 使 BD 
=DC, 且 C 与 B 在 D 的 两 侧 . 这 样 
作出 的 三 角形 ABC 的 AB 与 BC 边 
上 中 垂 线 交 点 不 在 王 上 ,所 以 过 图 5-4-2 
A,B,C 三 点 不 存在 双 曲 圆 . 


5.4.2 双 曲 弧 长 


这 里 讨论 如 何 求 双 曲 平面 上 曲线 的 长 度 .与 求 欧 氏 平面 上 曲 

线 的 长 度 一 样 , 双 曲 平 面 上 曲线 也 可 用 折线 来 逼近 ,折线 的 长 度 的 

极限 如 果 存 在 ,就 定义 为 曲线 的 弧 长 .为 此 先 考虑 直线 段 弧 长 的 微 

分 ， 

设 (z,y) 是 双 曲 平面 上 任 一 点 ,过 (z,y) 的 直线 可 表示 为 
(rt)= 工 十 Mt， 

设 (z(i),y(i)) 与 (z,y) 之 间 的 双 曲 距离 是 

y(t)=y+ pt. 

s(t), 则 由 $5.1, 性 质 5.1.7 的 证 明 可 知 


1-0° 


i 
s(t)=In oO 


V1l-z’ TyVI- (zta) yt) 
其 中 “= 1I=z(z+i)=- y(y+pt) 


下 面 计算 弧 长 微分 9 (0). 


注意 到 (0)= 1,o'(0)=0, 平 (0)= 世 VE 二 | 


lim( — (og) —o0") 


oe Vie lm/ 
cm0 Qt 
得 到 ( 吕 VI nid 
1 0 xy) tp )+ Artpy) 
o(0)= 二 (0)=- Hr A . 


所 以 


(0)= (1—y )2” +2zWp+ (lx) 


1 zy 


oe 对 任意 z: 


中 Vl-y (OX 十 2zCD) yt (1 一 工 (tp 
z(t) 1= z(t)— y(t) 


其 中 = 于 ,= 时 . 从 微 积分 基本 定理 可 知 ,直线 z(t) = 工 + 
At ,y(t)= y+ pt 在 区 间 [t。,t] 对 应 直线 段 的 弧 长 是 
I: (de 


= 人 Vl- y(t))a t+2z() y(t (le (tp 网 
a 1- z(t)—- y(t) 

对 于 双 曲 平面 上 一 般 的 曲线 c(t)= (zx(1),y(1)),t€la, 
5],x(1),y(t) 是 1 的 可 微 函数 .曲线 c(z) 可 以 用 折线 来 逼近 ,每 
一 折线 的 方向 可 用 此 折线 对 应 的 曲线 段 上 点 处 的 切线 方向 
(x“(t),y (1)) 近 似 ;而 折线 长 的 极限 就 定义 为 曲线 在 区 间 [a ,6] 
上 的 弧 长 .如 果 x“,y 存在 且 连 续 , 则 此 极限 存在 ,可 以 证 明 极限 
为 


= WU 二 -y()z (+27 (2) yr (Dy (0) +0 xD)y (Dy, 

8 1-z(t)-y() 

(1-y)dxr’ +2xydzdy+ (1— x )dy’ 是 
(I-z -yy 


定义 5.4.2 称 ds*= 
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双 曲 平面 的 弧 长 元 素 . 

注 “ 利 用 微分 几何 的 方法 ,可 以 用 弧 长 元 素来 定义 两 方向 的 
夹 角 ,这 样 得 到 的 角度 跟 $ 5.1 中 定义 的 角度 是 一 致 的 . 

定理 5.4.1 弧 长 元 素 ds* 是 双 曲 运动 不 变 的 ,所 以 曲线 的 
双 曲 弧 长 也 是 双 曲 运动 不 变 的 . 

证 这 是 由 于 双 曲 距离 在 双 曲 运动 下 不 变 , 如 果 c(i) 是 直线 
段 的 参数 表示 , 则 双 曲 运动 下 它 的 像 也 是 双 曲 线段 ,由 弧 长 元 素 定 
义 可 知道 下 在 双 曲 运动 下 是 不 变 的 ,所 以 弧 长 元 素 也 是 双 曲 运动 
不 变 的 . 

例 2 求 以 O 为 中 心 , 双 曲 半径 是 ~ 的 圆周 长 . 

解 ” 双 曲 圆 的 方程 是 z+ 交 =thr, 记 F=thr. 双 曲 圆 的 参 
数 方程 是 

X(t)=Fcost, y(t)=7sin li，0 委 上 魏 2r. 
于 是 x = - Fsin ti,y =Fcost. 代 和 人 上 面 公 式 ,得 双 曲 圆 的 弧 长 元 


素 为 ( 理 ) = 积分 得 双 曲 贺 周 长 
dt 1 


2x F 
c=] 5 1=- 天 ” 
以 F=thr 代 入 ,化 简 得 C=2rsh . 
根据 定理 5. 4. 1 ,任意 一 个 半径 为 > 的 双 曲 圆 的 周 长 是 
C=2xsh r. 以 C(r) 表 示 半 径 是 > 的 双 曲 圆周 长 , 则 双 曲 正弦 定 
理 可 写成 : 


sinA_sinB_sinC 


Cla) CB) CO77 
如 果 在 此 公式 中 , A ,B,C 是 欧 氏 平面 上 公 ABC 的 三 内 角 ， 
a,B,Y 是 它 的 三 边 长 ,C(r) 是 > 为 半径 的 欧 氏 圆 周 长 ,此 公式 成 
为 欧 氏 三 角形 的 正弦 定理 . 
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5.4.3 双 曲 面积 
记 弧 长 元 素 是 ds* = Edx +2Fdrdy+ Gdy ,其 中 


Rs 1-y Em 1-z? 
E= ,FPF= HG lr yy. 
(Rr 0 


定义 5.4.3 称 dc=VEG-F drdy 是 双 曲 面积 元 素 . 
以 E,F,G 代入 化 简 可 得 

2 dzdy 

do = 一 一 r. 
本 (1-z:-y)7 

利用 面积 元 素 可 以 计算 双 曲 平面 上 区 域 的 面积 , 设 D 是 双 曲 平面 
上 的 区 域 , 则 区 域 D 的 面积 是 


dzd 
| 
定理 5.4.2 ” 双 曲 面积 在 双 曲 运动 下 不 变 . 
证 把 弧 长 元 素 ds? 表示 为 
E Flldzr 
F G 区 


它 在 双 曲 运动 下 不 变 , 自 然 它 的 行列 式 EG - F? 也 是 在 双 曲 运动 
下 不 变 的 .所 以 面积 元 素 dc 也 是 双 曲 运动 不 变 的 . 
例 3 半径 为 r 的 双 曲 圆 的 面积 是 4xsh” 考 . 
证 设 双 曲 圆 的 圆心 是 O(0,0), 圆 内 点 可 表示 为 
I=Acos 0,y= Asin 0,0 委 ) 委 th r,0 委 0 和 2r. 
芒 二 5 下 这 


ds* =(dz,dy) 


a(z,y) _ |54 55 _ 
由 Ft 好 = ay ay 4A, 可知 drdy = 二 AdAd9. 所 以 
3X a6 
= Adad0 
6=———y, 
(1—24°)7 
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圆 面积 是 
S= 做 三 直人 r(ch r—1)=4xsh’ 六 

以 下 定理 给 出 了 双 曲 三 角形 的 面积 与 三 个 内 角 和 的 关系 , 它 
是 微分 几何 中 Gauss - Bonnet 公式 在 双 曲 平面 上 的 特例 .在 双 曲 
平面 H* 上 给 定 的 距离 下 , 它 的 Gauss 曲率 是 一 1. 

定理 5.4.3 双 曲 三 角形 的 面积 等 于 它 的 角 亏 , 即 

Saenasc=r-(A+ 有 +C). 

证 一 般 三 角形 总 可 以 分 成 两 个 
直角 三 角形 ,所 以 只 要 对 直角 三 角形 证 
明 即 可 . 设 公 ABC 的 顶点 A 是 原点 ,C 


在 z 轴 上 ,BCA = 互 , 4C 的 欧 氏 长 


度 是 6= th 8, 如 图 5-4-3, 线 段 AP 
欧 氏 长 度 是 Bsec 0,P 是 BC 上 点 ; 利 图 5-4-3 
用 极 坐标 ,全 ABC 内 的 点 可 表示 为 

r=Acos 0,y=Asin 06,0<0<A,0<ASBsec 0， 


由 例 3,do = 所 以 人 ABC 的 面积 是 


Bsec 0 A 
Somc = [| AdAdb =| cos 0 dg 一 A 


oA) Jo GQ-P -sin0): 
< 一 A=arcsin 人 -A 
V1-B'l Vi 
由 于 1- 忆 =1-th*p8= 起. 利用 双 昌 三 三 角 公式 ch p= 3 中, 得 
SAaAsc =arcsin(cos B)- A= 3 A=x-A-B-C. 


从 定理 5.4.3 和 ,这 时 A= 
B= C=0, 三 角形 退化 为 三 边 两 两 极限 平行 的 退化 三 角形 . 
“2 


把 双 曲 平面 上 的 多 边 形 划分 为 三 角形 ， 可 得 到 多 边 形 面积 与 
内 角 和 的 关系 .如 图 5 一 4-4, 双 曲 E 
平面 上 五 边 形 ABCDE , 它 的 内 角 
分 别 是 A, B,C,D,E. 将 三 角形 证 
划分 成 三 个 三 角形 ,可 知 五 边 形 的 
面积 是 3x-(A+B+C+D+ 4 
FE). 所 以 五 边 形 的 面积 决定 它 的 lc 
内 角 和 . 

例 4 试 证 明 双 曲 圆 的 同 弧 


上 的 圆周 角 不 一 定 相等 ,并 且 直 径 上 的 圆周 角 总 小 于 元 


证 设 双 曲 圆 的 圆心 是 D, 公 ABC 是 此 双 曲 圆 的 内 接 三 角 
形 ,BC 过 圆心 D ,三 线段 BD, DC, DA 的 长 度 都 等 于 双 曲 圆 半 
径 . 由 双 曲 正弦 定理 ,人 BDA 与 全 ADC 都 是 等 腰 三 角形 ,一 ABD 
= 人 BAD, 人 DAC= 人 DCA .因此 


人 BAC= 二 (A+B+C)= 广 (nSawec)< 了 


图 5-4-4 


这 证 明了 双 曲 加 直径 上 圆周 角 小 于 地 .又 显然 和 ABC 的 面积 随 着 


A 的 位 置 改变 而 变化 ,所 以 双 曲 圆 的 直径 BC 上 圆周 角 并 不 相等 
(图 5-4-5). 


图 5-4-5 


例 5 双 曲 三 角形 三 边 上 的 中 线 交 于 一 点 . 
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证 如 图 5-4-6, 设 E,F,G 是 三 角形 ABC 三 边 上 的 双 曲 
中 点 ,三 中 线 是 AE ,BF ,CG. 从 A,B,C 分 别 作 中 位 线 GF 的 垂 
线 , 垂 足 分 别 是 互 , 民 , 工 .不 难 知 道人 AGH 与 人 ABGK 全 等 ， 
和 AHF 与 ACLF 也 全 等 , 故 有 BK= AH= CL. 


图 5-4-6 


过 点 已 作 BC 的 垂 线 交 GF 于 N,BN = CN, 所 以 ABKN 与 
入 CLN 全 等 ,因此 EN 垂直 于 GF, 是 BC 与 GF 的 公 垂 线 . 由 于 
双 曲 运动 不 改变 点 与 直线 的 结合 关系 ,也 不 改变 度量 关系 ,可 假设 
E 是 绝对 形 的 中 心 , 这 时 EN 也 是 BC 与 GF 的 欧 氏 公 垂 线 ,GF 
与 BC 欧 氏 平行 . 设 BF 与 CG 交 于 M, 由 于 EE 也 是 BC 的 欧 氏 中 
点 ,由 第 四 调和 点 的 作法 ,A,M,E 共 线 , 即 双 曲 全 ABC 的 三 条 中 
线 交 于 M . 

由 例 5 的 证 明 及 Desargues 定理 可 知 : 

双 曲 三 角形 的 三 条 中 位 线 与 底 边 的 交点 在 双 曲 平面 外 的 一 条 
“直线 "上 . 

如 图 S-4-6, 由 于 EN 是 BC 的 中 垂 线 , 它 也 垂直 于 GF， 
EN 是 入 EGF 的 边 GF 上 的 高 ,这 证 明了 : 

双 曲 三 角形 三 边 上 的 中 垂 线 是 此 三 角形 的 三 边 上 中 点 所 成 三 
角形 的 三 条 高 . 

这 一 性 质 在 欧 氏 平面 上 也 成 立 . 另 外 ,在 例 5 中 证 明了 四 边 形 
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BKLC 中 LBKL= LCLK = 却 , 且 KL =2GF. 所 以 KL 是 双 曲 


直线 BK 与 CL 的 公 垂 线 ,而 由 $5.3 后 面 习题 5,KL 的 双 曲 长 小 
于 BC. 所 以 


双 曲 三 角形 的 中 位 线 长 度 小 于 底 边 的 一 半 . 
习题 5.4 


1. 当 双 曲 圆 的 半径 大 于 In cot 六 时 , 它 不 可 能 有 外 切 正 x 边 形 . 
2. 设 正 n 边 形 的 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 分 别 是 尺 与 r, 则 有 th r = 
cos 亡 th R ,并 求 这 正 ” 边 形 的 面积 . 


3. 设 双 曲 平面 上 四 边 形 ABCD 的 三 个 内 角 是 直角 ,第 四 个 角 是 w， 
(1) 求 四 边 形 ABCD 的 面积 ; 
(2) 若 角 w 的 两 边 相 等 , 试 证 另外 两 边 也 相等 ; 


(3) 若 w= 子 , 且 角 w 的 两 边 相 等 ,这 时 各 边 的 双 曲 长 是 多 少 . 


4. 试 证 双 曲 平面 上 半径 为 r 的 双 曲 圆 的 内 接 正六 边 形 的 边 长 大 于 7. 
5. 设 双 曲 三 角形 ABC 的 三 边 长 是 a,B,7,2s = a+ B+7Y, 试 证 人 ABC 
的 面积 全 满足 : 


sn 全 = shssh(s — a)sh(s — B)sh(s— 77 

2ch 多 ch 丘 ch 子 

6. 在 所 有 底 边 长 为 a, 且 B+ Y=4>a 的 三 角形 ABC 中 ,证 明 等 腰 三 角 

形 , 即 p= 7= 序 时 三 角形 的 面积 最 大 ,由 此 证 明 在 周 长 一 定时 等 边 三 角形 
面积 最 大 . 


7. 设 在 三 角形 ABC 中 ,C= 地, 记 三 角形 面积 为 人 , 则 


_ sh ash 8 
sin A=T+eh achB 


8. 不 用 积分 证 明 半径 为 > 的 双 曲 圆 的 面积 为 4xsh? 元 , 周 长 是 2xsh r. 
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$5.5 双 曲 平面 的 其 他 模型 


双 曲 几何 除了 Klein 模型 外 ,也 可 以 在 其 他 模型 上 实现 ,下 面 
介绍 另外 两 种 常用 的 双 曲 平面 的 模型 . 


5.5.1 Poincare 模型 


设 S* 是 欧 氏 空间 中 以 坐标 原点 为 球 心 的 单位 球面 , S(0,0， 
1) 是 它 的 北极 , H? = (x, zx;,0) [zx? 
+z?<<1| 是 双 曲 平面 . 如 图 5 一 5 一 1， 
对 于 于 上 任 一 点 P, 设 Q 是 过 P 平 
行 于 > 轴 的 直线 与 S” 的 下 半球 面 的 
交点 ,P' 是 直线 SQ 与 xOy 坐标 面 的 
交点 ,显然 P' 仍 在 有 H 上 ,这 样 定义 了 


vp:H’ —H’,9p(P)=P.. 

易 见 p 是 双 曲 平面 上 的 一 个 一 一 到 
上 的 映射 ,所 以 它 是 双 曲 平面 上 的 变 
换 . 

如 果 PP 的 欧 氏 坐标 为 (zx, xz;,0), 则 Q(x, zx;， 
-Vi 地 地), 而 已 是 Q 在 以 S 为 中 心 的 球 极 投影 下 的 像 , 不 
难 知道 P' 的 坐标 ( = , z; ,0) 满 足 

Vi X22 
这 也 是 变换 9 在 坐标 下 的 表示 式 , 它 的 逆 变 换 p :是 


2zi 2z2 
= XI2= 
1+z7+zi” 1+ zi+ zs 


下 面 我 们 考察 双 曲 平面 上 直线 在 p 下 的 像 , 设 


Ts 
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:ari+pbr+c=0， ax+b 一 cz>0， 
是 双 曲 平面 上 的 直线 , 它 在 映射 p 下 成 为 : 
2azi +2pz,+c(1+zi+z)=0. 


如 果 c=0, 则 与 诛 直线 重合. 如果 天 0, 它 可 以 改写 成 : 
2 
(= + 和) 十 (= + 之 ) = + be). 
从 变换 9 的 构造 不 难 知道 , 上 的 无 穷 远 点 在 变换 下 不 变 ,直线 6 
的 像 是 以 - 全，- 筷 } 为 中 心 ,半径 为 


Vr T6577 的 欧 氏 圆 ,利用 欧 氏 弥 


股 定理 不 难 知道 , 圆 pg(&) 与 x? + xz2=1 
是 正 交 的 , 即 这 两 个 圆 在 交点 处 的 切线 
是 垂直 的 (图 5-5-2). 以 上 讨论 总 结 为 

性 质 5.5.1 双 曲 平面 H* 上 直线 在 
变换 p 下 成 为 过 点 O 的 直线 或 与 圆 图 5-5-2 
zx!+x? 二 1( 欧 氏 ) 垂 直 的 圆 弧 . 

反之 可 以 证 明 有 H? 上 过 x? + zx?=1 的 圆心 的 直线 以 及 与 它 垂 
直 的 圆 都 是 双 曲 平面 上 直线 在 p 下 的 像 . 

定义 5.5.1 称 瑟 ={(ziz)EeE2?1zi+z<ll 是 双 曲 平 
面 ,过 圆 zi+ x? =1 的 圆心 的 欧 氏 直线 ,以 及 与 它 垂直 相交 的 贺 
在 入” 上 部 分 称 作 双 曲 平面 上 的 直线 ,zi + z=1 上 的 点 叫 无 穷 
远 点 ,这 样 定义 的 双 曲 平面 叫 Poincaré 模型 . 

前 面 对 于 双 曲 平面 H* 上 讨论 的 所 有 内 容 都 可 以 在 Poincare 
模型 上 进行 .下 面 推导 此 模型 百 : 上 的 距离 公式 ,对 下 上 任意 两 
点 P,Q ,它们 的 双 曲 距离 4(A,B) 就 是 它们 的 逆 像 在 Klein 模型 
上 的 距离 . 设 PP 的 坐标 是 z= (zi,z:),Q 的 坐标 是 w =(w， 
wy), 则 pg '(P),gqg '(Q)E H? 的 坐标 分 别 是 
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2w 
1+1wl’ 
其 中 |z|?= z?+ ,|w|?=w?+ wi. 根据 性 质 5.1.7 的 证 明 


Be i 
T= (Tir) = TFT ,y= (yy )= 


ee 所， 
ee -0o 


Ro ed EA )QL ly 六 二 (1-1z1)(1- 1wl) e 
这 里 “ (I-zx*y) = [rp] 


TIETIN + Ty LW = zw + rw. 记 


a=1+|zl’lwl’ -2z:w, 
b=|z| +iwl? -2zw= (zw) + (zs 一 io) 
由 于 P,Q6E 百 * 是 相 异 两 点 ,不 难 知道 a >b>0. 简 单 计算 可 知 
-6=(1-1z(?)(1- lwl’), 
a+b=(1+|z|)(1+|w|’) -4z:w. 


1 .2=_4ab 
所 以 1-o aroy 
6 
dP,Q)=+I (Va+V5) i 
(Va-Vb) 1 
a 
这 证 明了 


性 质 5.5.2 在 双 曲 平面 的 Poincaré 模型 上 ,两 点 P(x)， 
Q(w) 之 间 的 距离 是 


d(P,Q)-Inir, 
_ /lzl +|lwl -2z:w 
其 中 = 1+|z| lz 上 -2zz 
如 图 5-5-2, 设 名 是 双 曲 平面 的 Poincaré 模型 上 直线 ,P， 
Q,R 是 & 上 三 点 ,由 双 有 曲 距 离 的 定义 
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d(P,Q)+d(Q,R)=d(P,R). 
而 对 于 不 在 上 的 任 一 点 Q", 则 有 
d(P,Q’)+d(Q’,R)>a(P,R). 
如 果 利 用 复数 z, + iz, 表示 百 : 上 的 点 z=(z1,z2), 以 |z| 
表示 复数 < 的 模 长 .容易 得 到 
a=|1- zw| ,b=|z- wl’. 
性 质 5.5.2 中 可 表示 为 r= [一 电 | .这 样 ,可 以 利用 复 变 函数 


的 理论 研究 双 曲 平面 靖 * :| z | <1. 届 lz|=1 
不 变 的 线性 变换 


二 a0 
大 


ME ，9 是 实数 ,a 是 复数 ,|c|<1， 
QZ 


都 是 生 ?* 上 的 等 距 变 换 , 自 然 也 是 玉 * 上 的 双 曲 运动 . 
双 曲 平面 的 Klein 模型 上 的 弧 长 元 素 是 
(1-zi 一 xz)(dzi+dzz)+ (zidzi + zadz2) 
-zi) 


ds’= 


2z， 
利用 zx:= ITz ?2 一 
长 元 素 


和 | ,不 难得 到 Poincare 模型 上 的 弧 


di = 4(dzi + dz2) 
(1-|Tz[) 
自然 它 也 可 直接 从 百 : 上 距离 公式 得 到 . 

用 ds? 可 以 计算 入 上 曲线 的 弧 长 ,如 果 片上 曲线 与 H* 上 
曲线 是 变换 gp 下 的 对 应 曲线 , 则 它们 关于 ds? 与 ds? 计算 所 得 弧 
长 是 一 样 的 . 

类 似 地 ,可 利用 映射 p 定义 Poincaré 模型 上 直线 之 间 的 夹 
角 , 在 这 样 定义 了 下 上 点 的 距离 与 直线 之 间 的 夹 角 以 后 ， 
§ 5.1 一 §5.4 中 讨论 的 双 曲 平面 上 的 结论 对 于 Poincaré 模型 三 * 
都 成 立 . 
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如 果 双 曲 平面 的 Kiein 模型 与 Poincare 模型 上 的 点 都 用 复数 
表示 , 则 p 可 表示 成 : 
2(z, +iz,) 
| 


这 是 复 平面 上 的 函数 , 它 把 单位 圆 内 部 的 点 变 为 内 部 的 点 . 
5.5.2 双 曲 上 半 平 面 


仍 设 S* 是 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 ,H? = | (xz,0, zs)| zx? 
+ x 之 1} 是 双 曲 平面 .对 于 H* 上 任 一 点 已 ,过 尸 作 y 轴 的 平行 
线 , 交 S? 的 右 半 球面 于 Q,S 与 Q 的 连 线 交 xOy 平面 于 已 . 易 
见 ,P' 在 xzOy 平 面 上 x 轴 的 上 方 :y>0. 记 
R» =!{(xr,y,0)ly>01={(x,y)ly>01. 
由 PP 到 P' 定 义 了 映射 p: H? 一 >R; .类 似 前 面 讨论 ,不 难 知 道 ， 
P(xr1,0,x,)EH? 与 它 的 像 P(x,y,0) = y(P) 之 间 关 系 是 : 


Xitix,= 


Zi1 M1-zxi-z2 
T= = 
Es 1= x 
其 逆 变 换 是 Jy! :x = 2x 二 
17 


用 =、 和 
ES:azi +brtc=0,a + 一 cz>0 


“2 


是 H* 上 一 条 直线 ,y(&) 是 
2ar+b(z +y -1)+c(ri+y +1)=0, 

即 (b+c)zx?+2ar+(b+c)y +c-b5b=0. 类 似 p(&),y(&) 也 有 
两 种 情况 : 

(1) 5+c=0, 这 时 V(e):2az+c-0=0 是 (rz,y) 平 面 上 垂 
直 于 xz 轴 的 直线 ; 

(2) 6+c 天 0, 这 时 y(&) 是 圆心 在 z 轴 上 的 圆 ,这 样 的 圆 与 x 
轴 正 交 . 

利用 z= 了 ,y= 了 车 可 验证 yw ' 把 Rs 上乘 直 


于 x 轴 的 直线 与 圆 变 成 H? 上 的 直线 .y 把 HH* 上 的 无 穷 远 点 变 成 
工 轴 上 点 及 R” 上 无 穷 远 点 . 

定义 5.5.2 称 R,=|(z,y)|y>0| 为 双 曲 上 半 平 面 ,垂直 
于 xz 轴 的 直线 以 及 圆心 在 x 轴 上 的 圆 在 上 半 平 面部 分 叫做 双 曲 
直线 , 双 曲 平面 R; 上 不 相交 的 直线 叫 平行 线 . 


在 图 5-5-4 中 ,直线 BC,B'C’ 与 y 轴 互 为 平行 线 ,A,B,C 
与 A',B',C' 分 别 构成 两 个 三 角形 . 

二 ?与 Rz 点 都 用 复数 表示 , 则 变换 “与 的 合成 yp，: 
下 一 ~Ri ,w=x+iy=y(g '(z)) 可 表示 成 : 


Si 


其 逆 为 = = 


离 容 易 证 明 
性 质 5.5.3 双 曲 上 半 平 面 Rz 任 两 点 P,Q 的 双 曲 距离 


ee Ks 
d(P,Q)=In To 


所 .利用 这 一 表示 式 及 Poincare 模型 玉 ” 上 双 曲 距 


i 
iw— 


其 中 z= z+iz, ,w= wi +iw, 分 别 表示 P,Q,r= [Ee 


这 样 ,Klein 模型 H? ,Poincare 模型 百 : , 双 曲 上 半 平 面 R: 是 
互相 等 距 的 双 曲 空间 , 双 曲 上 半 平 面 R; 上 弧 长 元 素 是 


d 2_dzr’+dy’ 
i 
Bg 


(z,y) 是 Ri 上 点 . 


7I3 


第 六 章 
平面 桶 圆 门 何 


这 一 章 简要 的 介绍 平面 椭圆 几何 .椭圆 平面 是 在 射影 平面 上 
定义 适当 的 度量 得 到 的 ,由 于 它 与 球面 有 着 密切 的 联系 ,我 们 先 讨 
论 球面 几何 .椭圆 几何 , 双 曲 几何 与 欧 氏 几何 都 是 Riemann 几何 
中 常 曲率 空间 的 重要 例子 . 


$6.1 球面 几何 与 球面 三 角 


在 第 一 章 ,我 们 看 到 把 球面 的 对 径 点 看 作 同 一 点 就 得 到 射影 
平面 ,为 了 简捷 的 叙述 平面 椭圆 几何 的 内 容 , 我 们 先 叙 述 球面 几 
何 .在 三 维 欧 氏 空间 中 ,到 一 定点 的 距离 是 常数 的 点 的 轨迹 是 球 
面 .球面 是 最 常见 的 图 形 之 一 , 它 具 有 完美 的 对 称 性 ,地 球 外 壳 就 
近似 于 球面 . 像 地 球 这 样 半径 极 大 的 球面 上 局 部 区 域 与 平面 区 域 
差不多 ,而 欧 氏 几何 正 是 在 这 种 对 局 部 球面 几何 的 认识 了 解 的 基 
础 上 发 展 起 来 的 . 


6.1.1 球面 的 特征 性 质 


任 一 平面 与 球面 相交 所 得 的 交 线 是 圆 ,过 球 心 的 平面 与 球面 
的 交 线 是 球面 上 半径 最 大 的 圆 , 称 为 大 国 . 过 球 心 的 直线 与 球面 的 
两 个 交点 称 为 一 对 对 径 点 . 
设 f(t)=(z(1),y(t),z(i)) 是 三 维 欧 氏 空 间 中 的 曲线 ,其 
中 z(t),y(t),z(z) 是 :的 可 微 函 数 ,(z,y,z) 是 欧 氏 空间 的 直 
角 坐 标 .曲线 f(t) 对 应 参数 to 二 +:<1, 的 曲线 长 是 
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| If (zt)ldt= | VI t+y +z dt. 


性 质 6.1.1 过 球面 上 任意 两 点 (不 是 对 径 点 ) 有 唯一 的 大 圆通 
过 , 且 以 此 两 点 为 端点 的 大 圆 劣 弧 是 连 此 两 点 的 球面 上 的 最 短 曲 线 . 

证 设 球 的 中 心 在 原点 ,半径 是 R. 采 用 球面 极 坐 标 ,由 于 球 
面 的 对 称 性 ,不 妨 设 两 点 是 A(0,0,R),B(Rsin 0,,0,Reos go)， 
0< 6 <x. 连 接 A,B 两 点 的 大 圆 劣 弧 的 参数 方程 可 以 写成 

f(t1)= (Rsin t0,,0, Reos 100), 0<1t<1. 

设 g(t)= (z(t),y(t) ,z(t))= (Rsin 0(t)cos 9(1),R sin 0(1) 
sin gp(t),Rcos g(t)) 是 连接 A,B 的 任 一 曲线 ,9(1),p(i) 是 i 
的 可 微 函 数 ,0<t1<1,9(0)= pg(1)=0,6(0)=0,0(1)= bo. 


由 | rold=R[ budt = Rb 知道 ,连接 A,B 的 劣 弧 长 
是 RO,. 而 
[ lg’(Dldt =R| VT os Od>R [ 10'1dt 


1 
>R | 0’'dt = Rb， 
5 


等 式 成 立 , 当 且 仅 当 yg’ 三 0, 且 0 保 号 ,这 时 曲线 F(z) 与 5() 的 
像 重 合 . 

以 下 总 假设 球面 半径 为 1, 中 心 在 原点 , 记 为 S”. 

定义 6.1.1 球面 S: 上 大 圆 是 球面 几何 中 直线 ,连接 球面 上 
两 点 的 大 圆 劣 弧 是 球面 几何 中 线段 ,此 线段 的 长 度 是 两 点 之 间 的 
(球面 ) 距 离 . 

如 果 A,B 是 球面 S* 上 的 对 径 点 , 则 过 这 两 点 的 大 圆 不 唯 
一 ,并 且 每 一 个 这 样 的 大 圆 被 此 两 点 等 分 ,每 一 段 长 是 ;如果 A， 
B 不 是 对 径 点 , 则 由 O ,A ,B 三 点 确定 的 平面 与 S* 的 交 线 就 是 过 
A,B 的 大 圆 ,并 且 向 量 OA ,OB 的 夹 角 的 弧度 数 就 是 连接 A,B 的 
大 圆 劣 弧 的 长 度 , 也 是 A,B 的 球面 距离 . 

人 


定义 6.1.2 球面 上 两 直线 的 夹 角 是 交点 处 两 大 圆 的 切线 的 
夹 角 . 

不 难看 出 这 样 定义 的 球面 上 直线 ( 即 大 圆 ) 之 间 的 夹 角 就 是 这 
两 个 大 圆 所 在 平面 之 间 的 夹 角 .与 平面 上 两 直线 的 夹 角 一 样 ,球面 
上 直线 之 间 的 夹 角 也 有 两 个 ,它们 互补 . 

性 质 6.1.2 过 两 非 对 径 点 的 直线 有 且 只 有 一 条 ; 任 两 直线 
交 于 两 点 (一 对 对 径 点 ). 

如 果 把 不 相交 的 直线 叫做 平行 线 , 那 么 球面 上 不 存在 平行 线 . 

定义 6.1.3 设 A,B,C 是 球面 9* 上 不 共 线 的 三 点 , 且 两 两 
不 是 对 径 点 , 则 它们 唯一 确定 的 三 线段 AB, BC, CA4 组 成 以 A， 
B,C 为 顶点 的 球面 三 角形 . 

这 样 定义 的 三 角形 总 在 某 个 半球 面 内 ,也 就 是 说 它 总 在 球面 
上 某 直线 的 一 侧 .球面 S* 的 总 面积 是 4r. 设 球面 和 ABC 的 顶点 
的 对 径 点 是 A’,B',C’, 则 公 ABC 与 人 ABC 是 全 等 三 角形 ,它们 
的 对 应 边 长 ,内 角 都 相等 ,自然 它们 的 面积 也 相等 .以 A,B,C 表 
示 入 ABC 的 三 内 角 ,我 们 有 下 面 的 重要 定理 . 

定理 6.1.3 球面 和 ABC 的 面积 是 
Sec=A4A+B+C-r, 其 中 A+B+C- 
x 称 为 入 ABC 的 角 盈 . 

证 如 图 6-1-1, 由 
Sansc+Seaasc=24A， 
Saapc+Sahsc=2B， 

Sanac + Sahac =2C， 
以 及 Smac = Sanpc, Sangc + Seaac + 
Sanpc + SaaBpc =2x, 得 
2Sanpc + (Sanpc + Sansc + Saapc + Sanac) 
=2Swa+2r=2(A+B+C)， 
因此 Sanpc =A+B+C-x. 
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显然 Saac<<2r, 另 一 方面 ,对 任意 小 的 e>0, 总 可 以 作出 球 
面 三 角形 ,使 它 的 面积 是 2x 一 e. 
推论 6.1.4 球面 三 角形 三 内 角 和 大 于 x, 小 于 2x. 


6.1.2 球面 三 角 公 式 


设 人 ABC 是 球面 三 角形 , 仍 以 A, B,C 表示 它 的 三 内 角 , a， 
B,Y 表示 三 边 BC ,CA ,AB 的 长 . 

定理 6.1.5 设 公 ABC 是 球面 三 角形 ,那么 

(ji ) cosa=cos Beos y+sin Bsin ycos A, 


(ii) cos A= -cos Beos C+sin Bsin Ccos a， 


sna sinBp sny 
证 (i) 如 图 6-1-2, 分 别 用 aa,2,z 表示 矢量 O02 ,O05， 
OC, 由 Lagrange 恒等式 
(dXxB) (dxe)=(60)a (db) (de), 
以 及 Iz x651=sin ylaxz|l=sin ,矢量 zx2b 与 zxe 的 夹 角 为 
A, 可 得 : 
(axb)(dxe)=|laxdl:laxelcosL(d xb,d xe) 
=sin Ysin Becos A, 
而 (BC)d (da)(dE)=cos a -cos ycos B. 因 此 
cos a=cos Bcos Y +sin Bsin ycos A. 5XE 
(入) 和 (前 ) 可 以 类 似 §$5.3 利用 ( i) AAA 
证 明 . 
这 三 个 公式 是 球面 三 角 的 基本 公式 ， 
其 中 ( i), (ii ) 分 别称 为 球面 三 角 的 边 与 
角 的 余弦 定理 ,( 诈 ) 是 正弦 定理 .正弦 定理 


也 可 利用 矢量 运算 直接 证 明 如 下 : oa 
由 


(axe)x(zx5)=(a,E,5)2， 图 6-1-2 


(ii ) sn A -sin 呈 -sinC 


(5xe)x(Dxz)=(5,c,z)5， 
得 1(zxe)x(axb)1=1(5xe)x(5xz)l, 即 sin Asin Bsin y 
=sin Bsin asin 7. 其 他 式 子 同 理 可 得 . 
推论 6.1.6 球面 三 角形 的 三 边 长 决定 三 角 大 小 ;同样 三 角 
也 决定 三 边 . 
所 以 与 双 曲 几何 一 样 ,球面 几何 中 也 没有 相似 三 角形 . 


推论 6.1.7 设 生 ABC 中 C= 亏 , 则 


Ca A oud ten 
sny tany 


(ii ) cos Y=cos acos B=cot Acot B, 

cos A 

sinB. 

其 中 cos y = cos acos B 叫做 球面 直角 三 角形 的 勾 股 定理 . 
推论 的 证 明 留 作 练 习 . 
6.1.3 球面 上 距离 的 坐标 表示 


设 (zi ,ri,zs) 是 欧 氏 空间 E’ 中 点 的 直角 坐标 ,球面 S* 上 
的 点 也 可 用 (zi, zi,zi) 表 示 ,zlt+z+z=1. 点 A(z，z， 
zs),B(y yy)ES: 之 间 的 球面 距离 ds: (A,B) 就 是 以 A,B 
为 端点 的 大 圆 劣 弧 长 ,也 就 是 矢量 OA 与 OB 夹 角 的 大 小 .所 以 有 
ds: (A,B)=arccos(x1y + Ty2 + XT3y3), 
或 者 cosds: (A,B)= zy + roy + ryy3. 
如 果 A,B 是 对 径 点 , 则 ds (A,B)=7, 这 时 上 面 公式 仍 成 


( 计 ) cos a= 


立 . 
下 面 讨论 球面 上 直线 之 间 的 夹 角 ,从 球面 直线 定义 知道 ,球面 
上 直线 可 表示 为 
E:b rité rté r=0,(7ri,7r2,T3)ES’, 
其 中 6 ,6 ,6 是 & 所 在 平面 的 法 矢 的 分 量 ,直线 & 也 可 以 用 线 坐 
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标 ( 和 ,6 ,6 ) 表 示 . 球 面 上 两 直线 &( 8&1 ,6,,63) 与 7(11 7,13) 
的 夹 角 中 较 小 的 一 个 角 9 由 下 式 决 定 : 

[én + 7 + én 
V 全 + 全 + 全.V 下 + 开 二 用 

如 果 采 用 直线 的 规范 坐标 , 即 要 求 各 + 总 + 总 =1, 四 + 及 二 
P=1, 


cos 0= 


cos 0 二 | 全 二 名 和 和 二 生态 | 
以 S:(R) 表 示 半 径 为 R 的 球面 , 设 人 ABC 是 S:(R) 上 球面 
三 角形 , 仍 以 A,B,C 表示 它 的 三 内 角 ,a,B,Y 表示 它 的 三 边 长 ， 
则 球面 三 角 的 基本 公式 应 为 : 
B 


(i ) cos 钻 =cos fcos +sin 丰 sin 直 cos A， 


(ii ) cos A= cos Bcos C+sin Bsin Cecos 责 ， 


sin R in 外 sin 立 
此 三 角形 的 面积 为 R*(A+B+C-7). 
如 果 令 R 一 % ,而 保持 人 ABC 的 三 边 长 不 变 ,利用 


cos 站 = 
-RR 


不 难 从 球面 三 角 公 式 得 到 

(1)a’=p+7 -2B7cos A, 

(ii) cos A= -cos Beos C+sin Bsin C, 

(着 ) 了 
其 中 (|),( 诈 ) 分 别 是 欧 氏 平面 三 角形 的 余弦 与 正弦 定理 ,而 (ii ) 
等 价 于 A+B+C=x. 


1 — 2sim 意 ' lim 下 sn 六 = 


习题 6.1 


1. 试 证 到 球面 上 一 定点 的 (球面 ) 距 离 相 等 的 点 的 轨迹 是 平面 曲线 , 求 
2 Se 


出 S* 上 半径 是 ~ 的 球面 上 圆 的 周 长 CCr) ,0< <. 
由 此 证 明 球 面 几 何 的 正弦 定理 可 以 写成 


snA_snB_sinC 


Cla) CA) TU) 
2. 取 A=6Xi,B=cxa,C=dx5, 利 用 Lagrange 伍 等 式 证 明 球面 三 
角 公 式 (下 ) 
3. 试 证 球面 上 一 定 直线 的 所 有 垂 线 过 两 定点 . 


4. 设 入 ABC 为 球面 直角 三 角形 ,C= 于 ,如 果 记 入 ABC 的 面积 为 信 , 则 
_ sin asin 8 D 
sin = TFeos acos B" < 
5. 设 ABCD 是 单位 球面 上 四 边 形 ，j 
DAB= 人 ABC = 李 ,AB,BC,CD,DA 的 
长 度 分 别 是 ae,6,c,d, 试 证 : 4 B 


(1) cos c= cos acos bgcos d + sin bsin d, 


(2) 如 果 6=d< 孔 , 则 sin 忆 =oos bsin 子 


$6.2 平面 椭圆 几何 


我 们 知道 ,过 直线 外 一 点 ,在 欧 氏 平面 上 有 唯一 的 一 条 平行 
线 ;在 双 曲 平面 上 存在 不 止 一 条 平行 线 ;在 球面 上 不 存在 平行 线 . 
下 面 给 出 过 直线 外 一 点 不 存在 平行 线 的 度量 空间 , 它 与 球面 几何 
有 密切 的 关系 ,是 在 射影 平面 上 定义 适当 的 度量 得 到 的 ,对 应 的 几 
何 叫 平面 椭圆 几何 . 椭 贺 几何 与 仿 射 \ 欧 氏 、 双 曲 几何 一 样 ,都 是 射 
影 几 何 的 子 几何 . 


6.2.1 椭圆 度量 与 椭 贺 几何 


我 们 知道 , 拓 广 欧 氏 平面 是 射影 平面 的 一 个 模型 ,如 果 不 涉及 
无 穷 远 点 与 无 穷 远 直线 , 拓 广 平面 上 点 之 间 的 距离 与 直线 之 间 的 
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夹 角 仍 然 有 意义 ;但 在 拓 广 平面 上 ,如 果 涉 及 无 穷 远 点 与 无 穷 远 直 
线 ,距离 与 直线 之 间 的 夹 角 都 没有 定义 .并 且 可 以 证 明 , 不 能 定义 
拓 广 平面 上 点 之 间 的 距离 使 它 在 欧 氏 平面 上 与 原来 距离 一 样 .下 
面 定义 射影 平面 上 点 之 间 的 距离 与 直线 之 间 的 夹 角 , 做 法 与 双 曲 
平面 类 似 . 

设 K 是 射影 平面 P” 上 一 条 非 退 化 没有 实 轨迹 的 二 次 曲线 ， 
由 第 三 章 关 于 射影 二 次 曲线 的 讨论 ,存在 PP 上 射影 坐标 使 K 的 
方程 是 

z? + z? + zx? =0. 

以 下 就 在 这 一 坐标 下 讨论 平面 椭圆 几何 . 

定义 6.2.1 将 射影 平面 作为 椭圆 平面 , P” 上 的 点 、 直 线 以 
及 它们 的 结合 关系 就 是 椭圆 平面 上 的 点 、 直 线 以 及 它们 的 结合 关 
系 , 称 K 为 椭圆 平面 的 绝对 形 . 

定义 6.2.2 使 绝对 形 K 变 成 自身 的 直射 变换 称 为 椭圆 运 
动 或 椭圆 变 换 . 

设 :pr = Az 是 椭圆 运动 , p 将 绝对 形 K:zi+zi+zi=0 


变 为 自身 的 条 件 是 p 的 变换 矩阵 满足 ;ATA = 2 天 0 区 是 


正 交 矩阵 .如 果 在 椭圆 平面 上 采用 梢 园 坐 标 , 即 要 求 点 P 的 坐标 
(zizayzs) 满 足 zi+xza+zs=1, 那 么 piOr = Az 是 椭圆 运动 
的 充 要 条 件 是 A 是 正 交 矩阵 ,这 时 p= +1. 

定理 6.2.1 椭圆 平面 上 所 有 的 椭圆 运动 构成 群 , 它 是 直射 
变换 群 的 子 群 . 

椭 贺 几何 是 要 研究 椭圆 平面 上 那些 在 椭圆 运动 下 不 变 的 性 
质 , 称 为 椭圆 性 质 .如 果 只 考 虚 点 ,直线 以 及 它们 的 结合 关系 ,那么 
椭圆 几何 与 射影 几何 没有 什么 区 别 .因此 射影 几何 的 内 容 也 都 是 
椭圆 几何 的 内 容 , 射 影 几 何 中 的 定理 与 结论 在 椭圆 几何 中 也 成 立 . 

性 质 6.2.2 (i ) 椭圆 平面 上 任 两 点 决定 一 条 直线 , 任 两 直 
线 交 于 一 点 ; 
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(ii ) 直线 上 两 点 将 这 直线 分 成 两 个 区 域 ,成 为 以 此 两 点 为 端 
点 的 两 线段 . 

设 A,B 是 椭圆 平面 上 两 点 ,直线 AB 上 其 它 点 可 以 表示 为 
ha + jb,Xy 隐 0.A,B 将 这 直线 分 成 两 线段 ,不 难 知道 ,C,D ,c= 
hla+ pb,d = 二 Asa + jb, 属于 同一 线段 的 充 要 条 件 是 R(AB， 


A 
CD)= 22 刀 >0. 
AlHea 


设 A,B 是 椭圆 平面 上 任 两 点 , P,, P, 是 直线 AB 与 绝对 形 
K 的 两 个 虚 交 点 .在 齐 次 坐标 下 , Pi ,P, 分 别 可 以 用 Mia + X36， 
pia+ pb 表示 ,上 且 不 难 知道 可 以 假设 ,X41 ,45 的 共 氏 复 数 分 别 是 
jp 和 ,因此 四 点 A,B ,P,P; 的 交 比 R(AB ,PiP,) 满 足 


IR(CAB,PiP)1= | 外 = 
所 以 可 设 R(AB,P1P,)=e" ,与 Laguerre 定理 一 样 假设 - x 委 9 
<<r. 
定义 6.2.3 ”两 点 A,B 的 椭圆 距离 是 
ad(A,B)=$ lin R(AB, PP.)|. 


采用 前 面 定义 的 椭圆 平面 上 椭圆 坐标 ,不 难 证 明 距离 公式 可 
表示 为 

性 质 6.2.3 设 A(zri,zri,zs),B(yy: ,y3), 则 

cos d(A,B)=|zxiy + x2y2 + x3y3|: 

与 双 曲 距离 一 样 ,椭圆 距离 与 椭圆 平面 的 绝对 形 的 选取 有 关 , 而 与 

定义 6.2.4 直线 E(6 ,6 人) 与 7( 放 ,hp，) 的 交角 0 为 

cos 0=|& m+é n+ 6 nn), 

其 中 &, 也 是 椭 贺 坐标 , 即 本 名 =1, =1. 

这 样 定义 的 角度 是 ,7 所 成 夹 角 中 较 小 的 一 个 . 

利用 椭圆 运动 的 椭圆 坐标 下 表示 式 不 难 验证 

sa 


定理 6.2.4 椭圆 距离 与 夹 角 都 在 椭圆 运动 下 不 变 . 
椭圆 距离 与 角度 是 椭圆 不 变量 ,从 距离 与 角度 的 定义 可 得 


性 质 6.2.5 (i ) 椭圆 平面 上 任 两 点 的 距离 不 大 于 广 , 且 


”4(A,B) = 也 的 充 要 条 件 是 A,B 关于 绝对 形 K 共 饮 ; 

(ii) 如 果 点 A 关于 绝对 形 K 的 极 线 是 8, 则 A 与 上 每 一 
点 距离 是 于 ; 

(ii ) 两 直线 垂直 的 充 要 条 件 是 它们 关于 K 共 罗 . 

要 注意 的 是 ,虽然 梯 贺 平面 上 任 两 点 的 距离 不 大 于 子 , 但 是 椭 


圆 平面 上 线段 的 长 度 可 以 大 于 也 (椭圆 平面 上 直线 的 长 度 都 是 
7). 

到 点 A(ai ,a;,a3) 的 距离 是 7 的 点 的 轨迹 称 为 椭圆 平面 上 
的 圆 , 本 a? = 1, 由 距离 公式 得 圆 的 方程 


二 
. 
一 般 坐标 下 它 成 为 (aty + azya + asy3) ”= (y+ y+y3)cosr, 


它 是 椭圆 平面 上 的 一 条 二 次 曲线 . 当 r= 广 时 , 它 退 化 成 为 A 的 


极 线 al zx, + azzz + a3zx3=0. 直线 oz + azzz+aszs=0 与 圆 
(qarirt+aszi t+ asr3)’ = cos*r 的 几何 性 质 是 不 一 样 的 :过 点 A 
的 直线 与 圆 总 有 两 个 实 交 点 ,而 与 直线 交 于 一 点 . 


6.2.2 椭圆 二 次 曲线 


射影 平面 上 二 次 曲线 自然 也 是 椭圆 平面 上 的 二 次 曲线 .下 面 
讨论 椭圆 平面 上 二 次 曲线 的 简化 方程 , 即 分 类 问题 .为 此 先 讨 论 椭 
圆 平面 上 的 坐标 . 


(azz 二 Qzzaz 十 asxi3)’ =cos'r, 0<r< 
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设 |1Q,Q:,Qi;E1I 是 射影 坐标 系 ,使 K 的 方程 是 zi + zx? 十 
ZX3 =0. 容 易 知道 , Q, , Q;, Q; 关于 绝对 形 K 两 两 共 绒 , 且 4d(Q,， 


下 ) = areeos 她 .我们 把 这 种 基点 关于 绝对 形 K 构成 自 极 三 点 形 ， 


且 单位 点 与 基点 的 距离 都 相等 的 坐标 系 1Q,Q: ,Q:;E1 称 为 要 
圆 坐标 系 . P” 上 点 在 椭圆 坐标 系 下 的 坐标 z= (ziyza,zs), 志 zi 
=1, 是 椭圆 坐标 .由 于 椭圆 变换 保持 距离 ,椭圆 变换 把 椭圆 坐标 系 
变 成 椭圆 坐标 系 .下 面 的 引 理 说 明 , 这 样 定义 的 椭圆 坐标 就 是 上 面 
采用 的 坐标 . 

引 理 6.2.6 设 |Q,,Q,,Q;;El 是 椭圆 坐标 系 , 则 K 在 此 坐 
标 系 下 方程 为 

zi+zz+zi=0. 

证 由 于 QiQ:Q: 是 K 的 自 极 三 点 形 ,由 §3.2,K 在 坐标 
系 |Q1,Q,,Q;;El 下 方程 为 b1zx?+ bx?+b3zx;=0. 由 于 K 无 
实 轨 迹 , 可 以 假设 b, >0. 设 P,P, 是 直线 QiE 与 K 的 两 个 交 
点 ,不 难 算得 : 

Pi(VO to iV DiV Oo), P(- Vo tb ,Vb ,iVb). 

所 以 


pri=(Vb+b3 -iVb)g +iV be, 
加 :=( 一 b+b3-iVb)gq +tiVbe, 


ad(Qi,E)=$ ln R(QE, P,P,)| 
= |In R(QE, PP)| 
1 ~ by +b3+iVb 
Nn A EAN 
Vv 62+b3+tiVb 
bi | 


bi+b,+6bs 


= 
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Ee bb tiVb Vb tb 


Ti bi1+6,+bs 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 因为 单位 复数 全 名 外 +21 BV 2 友 
的 虚 部 大 于 零 . 同 理 可 得 
L(Q:,E)= BIn b2- bb3+2iVb Vb + 


Do to, 
A RATE 
d(Q,,E)= In Di bbs 


从 d(Q1,E)=d(Q,,E)=d(Q;,E), 可 得 : 
bi~b2-b3=6—b1-b3=b3- bb,, 
即 b= 6,=b;. 这 证 明了 在 坐标 系 |Q),Q;,Q;;EI 下 
K:ri+zi+zx:=0. 

利用 引 理 6.2.6 不 难 给 出 不 同 的 椭圆 坐标 系 决定 的 椭圆 坐标 
之 间 的 坐标 变换 公式 .如 果 x= (zi,x2,T3) 与 x = (x'1,x';， 
Zz;) 是 椭圆 平面 上 点 在 不 同 的 椭圆 坐标 系 下 的 坐标 ,它们 的 坐标 
变换 

pz =Az 

满足 ,AIA = T,o= 土 1. 

性 质 6.2.7 对 于 椭圆 平面 上 非 退 化 的 二 次 曲线 ,存在 椭圆 
坐标 使 它 的 方程 是 


号 + 号 + 县 } =0, abc#0, 


其 中 + 取决 于 二 次 曲线 有 无 实 轨 迹 . 
证 设 在 椭圆 坐标 xz 下 ,二 次 曲线 的 方程 是 
xr'Ar=0, A"=A,|A|z0. 
利用 代数 中 二 次 型 化 简 知识 可 知 , 存 在 正 交 矩阵 了 使 T"AT 是 对 
角 和 矩阵 , 设 为 
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0 0 XA; 
由 pr = Tx 决定 的 坐标 zx 也 是 椭 贺 坐标 .在 坐标 x' 下 ,二 次 曲线 
方程 成 为 
Mx ?t+Ar ?+Ax 3=0. 

自然 它 可 以 表示 成 性 质 6.2.7 中 形式 . 

性 质 6.2.7 中 坐标 三 点 形 是 二 次 曲线 的 自 极 三 点 形 ,所 以 性 
质 6.2.7 也 可 以 叙述 成 : 

对 于 任 一 条 非 退 化 的 二 次 曲线 全 ,存在 椭圆 坐标 系 |Q,, Q;， 
Q;;El ,使 Q1,Q,,Q; 是 本 的 自 极 三 点 形 . 

性 质 6.2.8 如果 在 椭圆 坐标 系 | Qi , Q,,Q;;E1 下 ,二 次 曲 


x3 x3 


线 工 的 方程 是 蕊 + 到 -去 =0, 则 过 点 Q, 的 直线 与 了 的 交点 到 


Q, 的 距离 相等 (i=1,2,3). 
证 下 面 以 过 Q; 的 直线 (1,X,0) 为 例 通过 计算 证 明 . 直线 
和 与 了 的 交点 


所 以 


2 
d(Q;,Ri)=d(Q;,R,)=arccos 入 + 雯 : 


如 图 6-2-1, 过 Q: 的 任 一 直线 

与 卫 交 于 两 点 ;而 Q,,Q; 是 本 的 两 

切线 点 . 设 过 Q, 的 直线 与 卫 交 于 A， 

B;A,B 分 直线 AB 成 两 线段 ,由 性 质 

6.2.8,d(Q1,B)=d(Q1,A), 而 由 于 

C= AB x Q,Q; 在 Q! 关于 KK 的 极 线 图 6-2-1 
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上 ,d(C,Q1)= 记 -所 以 d(A,C)=d(B,C)=3-d(Q,B). 
这 证 明了 : 

过 Qi 的 直线 与 二 次 曲线 古 交点 所 成 两 线段 的 中 点 轨迹 是 
Q 与 直线 Q, Q: .类 似 的 结论 对 于 Q, , Q, 也 成 立 . 

性 质 6.2.8 告诉 我 们 ,对 于 任 一 条 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲 
线 ,至 少 存在 三 点 ,使 过 其 中 任 一 点 的 直线 如 果 与 二 次 曲线 相交 ， 
则 此 点 是 交点 所 成 两 线段 之 一 的 中 点 . 

利用 椭圆 变换 与 椭圆 坐标 变换 的 关系 不 难 证 明 , 椭 圆 平面 上 
两 条 二 次 曲线 如 果 具 有 相同 的 简化 形式 ,那么 存在 椭圆 变换 将 其 
中 一 条 变 为 另 一 条 . 


6.2.3 球面 几何 与 椭圆 几何 的 关系 


将 欧 氏 空间 中 单位 球面 S: 的 对 径 点 等 同 于 一 点 ,就 得 到 椭 
圆 平面 ( 见 $ 1.2) .这样 定 义 的 映射 记 为 $8:S* 一 ~ 已 , 瑟 是 2 对 
1 的 映射 ,但 是 限制 $B 于 S: 的 一 个 半球 面 内 (不 包含 边界 ),$ 是 
单 射 . 设 A(zi ,zs, zx3),B(y,y;,y;) 是 球面 上 两 点 ,A (一 zl， 
一 x2 一 3),B( 一 yi, y2，-y3) 分 别 是 它们 的 对 径 点 .A,B 的 
球面 距离 是 

ds (A,B)=arccos(ziy1 + x2y2 + x3y3), 
而 
ds (A,B)=arccos(— xiy 一 zya — X33). 
A,B 的 像 ®(A),G$(B) 的 椭圆 距离 是 
d(G6(A) ,565(B))=arccos|ziyi+xzay + x3y3|, 
它 是 dy (A,B) 与 ds (A ,B) 中 较 小 的 一 个 , 即 有 
de(A,B)， 车 de(4,B) 和 于， 
d(6(A),5(B))= 
r-ds(4A,B)， 车 ds (4A,B)> 王 ， 


» 


所 以 如 果 A,B 在 球面 上 靠 得 较 近 | 距离 < 子 ), 则 它们 的 球 


面 距 离 与 它们 在 下 下 的 像 的 椭圆 距离 是 一 样 的 .更 的 这 一 性 质 叫 
做 更 是 局 部 等 距 的 ,也 称 球面 S* 与 椭圆 平面 P? 是 局 部 等 距 的 . 
这 也 说 明了 椭圆 距离 定义 的 合理 性 ,也 就 是 说 椭圆 距离 满足 § 5.1 
中 性 质 5.1.5 的 类 似 的 性 质 . 

映射 ® 还 把 球面 S* 上 直线 (大 圆 ) 映 成 椭圆 平面 上 的 直线 ， 
并 且 $ 限制 于 S* 上 任 一 直线 上 也 是 2 对 1 的 .球面 S* 上 直线 长 
为 2x, 椭 圆 平面 上 直线 长 为 *. 设 A,B 是 椭圆 平面 上 两 点 ,如 果 


A,B 关 于 K 共 思 , 则 A,B 分 直线 AB 所 成 的 两 线段 长 都 是 于 ;如 


果 A,B 不 苍 , 则 d(A,B)< 节 ,两 线段 中 不 包含 A 的 共 纯 点 


的 一 段 长 为 <(A,B), 另 一 段 长 为 r- d(A,B). 

比较 球面 上 直线 的 交角 公式 与 椭圆 平面 上 直线 的 交角 公式 ， 
可 知 映射 ® 保持 两 直线 的 夹 角 不 变 ,@ 的 这 一 性 质 称 它 是 保 角 映 
射 .由 于 $B 是 局 部 等 距 , 保 角 的 ,利用 这 些 性 质 可 以 从 球面 的 弧 长 
元 素 ,面积 元 素 得 到 椭圆 平面 上 的 弧 长 与 面积 元 素 . 

在 球面 S* 上 有 一 个 自然 定义 的 点 到 直线 的 映射 . 设 P 是 球 
面 上 任 一 点 , 是 过 球 心 而 垂直 OP 的 平面 与 球面 的 交 线 ,O 是 球 
心 ,由 忆 到 定义 了 球面 上 点 到 直线 的 映射 .这 一 映射 把 球面 上 
的 一 对 对 径 点 对 应 为 同一 直线 ,叫做 球面 上 的 对 偶 映 射 .对 偶 映 射 
把 球面 上 的 共 线 的 点 映射 成 过 同一 对 对 径 点 的 直线 , 它 有 许多 有 
趣 的 性 质 , 也 可 用 于 研究 球面 几何 .在 球面 S* 与 椭圆 平面 之 间 的 
映射 下 ,球面 上 的 对 偶 映 射 成 为 椭圆 平面 上 的 一 个 映射 , 它 恰 
是 椭圆 平面 上 关于 绝对 形 K 的 由 极点 极 线 决 定 的 配 极 变换 .在 
§ 3.2 我 们 知道 , 配 极 变换 是 射影 平面 上 的 一 种 对 偶 映射 ,把 它 应 
用 于 射影 几何 的 一 个 关于 点 与 直线 的 结合 关系 的 命题 就 得 到 它 的 
对 偶 命 题 . 
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6.2.4 椭圆 三 角 学 


设 A,B,C 是 椭圆 平面 上 不 共 线 的 三 点 ,连接 其 中 任意 两 点 
有 两 条 线段 ,所 以 椭圆 平面 上 不 共 线 的 三 点 不 能 像 仿 射 , 欧 氏 或 双 
曲 几 何 那 样 唯一 的 确定 一 个 三 角形 .下 面 定义 椭圆 三 角形 . 

定义 6.2.5 由 椭圆 平面 上 不 共 线 的 三 点 以 及 连接 其 中 两 点 
的 不 共 线 的 三 线段 构成 的 图 形 ,如 果 存在 一 直线 与 此 图 形 无 交点 ， 
则 称 它 是 椭圆 平面 上 的 三 角形 . 

三 点 是 三 角形 的 三 顶点 ,三 线段 为 边 , 三 线段 两 两 所 成 角 叫 三 
角形 的 内 角 . 

从 定义 立即 知道 ,如 果 取 与 三 角形 不 相交 的 直线 作为 P 上 
的 特殊 直线 , 则 该 图 形成 为 由 此 直线 决定 的 仿 射 平面 上 的 三 角形 . 

性 质 6.2.9 不 共 线 的 三 点 可 以 构成 柱 圆 平面 上 四 个 不 同 的 
三 角形 . 

如 图 6-2-2(a) ,椭圆 平面 上 不 共 线 的 三 点 A,B,C 的 两 两 
连 线 把 椭圆 平面 分 成 不 连通 的 四 部 分 I ,了 ,看 ,人 W ,每 一 区 域 的 边 
界 所 成 的 连接 A,B,C 的 三 线段 都 构成 一 个 三 角形 . 这些 三 角形 
的 内 角 与 边 长 一 般 不 相等 .四 个 三 角形 的 以 A 为 顶点 的 四 个 内 角 
的 和 是 2r; 由 区 域 工 , 工 的 边界 所 成 的 两 个 三 角形 有 一 条 公共 边 ， 
而 另 两 条 边 分 别 是 直线 AB 与 BC 上 的 线段 .图 6-2- 2(b) 中 连 


图 6-2-2 
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接 A,B,C 的 三 线段 ( 实 线 部 分 ) 不 能 构成 三 角形 ,因为 任 一 直线 
与 此 三 线段 都 有 交点 . 

性 质 6.2.10 设 人 ABC 是 椭圆 平面 上 三 角形 , 则 有 球面 S? 
上 三 角形 ABC ,使 映射 把 人 AB'C' 上 点 一 一 的 映 到 人 ABC 

证 设 & 是 椭圆 平面 上 直线 ,& 与 人 ABC 无 交点 .  '(&) 是 
S* 上 直线 ,限制 更 于 由 “'(&) 划 分 的 S* 的 任 一 开 半 球 内 ,都 
是 此 开 半 球 到 椭圆 平面 上 除去 直线 $4 上 点 以 后 余下 部 分 的 一 一 映 
射 , 并 且 $B 是 保 角 和 保持 区 域内 线段 长 度 的 映射 .由 此 可 得 开 半 
球 内 公 A'B'C', 它 的 边 , 角 都 与 人 ABC 相等 . 

以 A,B,C 表示 椭圆 人 ABC 的 三 内 角 ,a,B,Y 为 三 边 长 . 利 
用 性 质 6.2.10, 从 §6.1 定理 6.1.5 可 以 得 到 

定理 6.2.11 设 公 ABC 是 椭圆 平面 上 的 三 角形 , 则 

(| ) cosa=cos Becos y+sin Bsin ycos A, 

(ji)cos A= -cos Beos C+sin Bsin Ccos a， 

(DR 

sina sn 有 siny 

其 中 (i),(ii) 分 别 叫 作 椭 圆 三 角形 的 边 与 角 的 余弦 定理 ， 
( 首 ) 叫 椭圆 三 角形 的 正弦 定理 . 

同样 从 $6.1 可 得 

定理 6.2.12 椭圆 入 ABC 的 面积 

Sanc=A+B+C-x, 

其 中 A+B+C-x 叫 椭圆 三 角形 的 角 盈 . 

上 面 看 到 球面 几何 与 椭圆 几何 有 密切 的 联系 ,它们 有 许多 相 
似 之 处 ,但 也 有 许多 不 同 之 处 .例如 还 有 : 

(1) 球面 上 直线 将 球面 分 成 不 连通 的 两 部 分 ,而 椭 贺 平面 上 
的 直线 不 划分 椭圆 平面 . 

(2) 球面 是 双 侧 的 ,一 只 在 球面 内 侧 活动 的 小 虫 , 如 果 不 穿 过 
球面 就 不 能 到 达 球 面 的 外 侧 ;而 椭圆 平面 ( 即 射影 平面 ) 是 单 侧 的 . 
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如 图 6-2-3(a), 在 椭圆 平面 的 半球 面 模型 上 ( 截 口 上 对 径 点 看 
作 同 一 点 ) ,一 只 小 虫 从 点 R 出 发 沿 箭头 方向 经 过 下 回 到 尺 ,这 时 
原来 在 它 左边 的 点 到 了 它 的 右边 ,而 这 在 球面 与 欧 氏 平面 上 都 做 
不 到 .利用 下 面 的 做 法 可 以 进一步 说 明 这 一 点 . 


从 椭圆 平面 上 去 掉 以 下 为 中 心 , 半 径 小 于 子 的 圆 盘 , 则 剩 下 的 


部 分 是 单 侧 的 Mobius 带 . 具 体 做 法 见 图 6-2-3(a) 至 6-2-3(d). 
图 6-2-3(b) 是 从 图 6-2-3(a) 上 去 掉 以 下 为 中 心 的 圆 盘 ,然后 
沿 A-D-B 剪 开 ;图 6-2-3(c) 是 将 图 6-2-3(b) 中 图 形 沿 
A- 巨 -C 前 开 , 然 后 沿 A-R-P-A 粘 贴 ; 图 6-2-3(d) 是 由 图 
6-2-3(o) 沿 C-E-A-D-B 粘 贴 而 成 .图 6-2-3(d) 中 图 形 
是 Mobius 带 , 它 是 椭圆 平面 的 一 部 分 .由 作法 也 可 知 , 沿 Mobius 带 
的 边界 拼接 上 一 个 圆 盘 就 得 到 椭圆 平面 . 


图 6-2-3 


-208 


欧 氏 几何 , 双 曲 几何 与 椭圆 几何 都 是 度量 几何 ,在 它们 上 面 都 
可 以 讨论 距离 , 夹 角 ,面积 等 度量 性 质 . 下 面 简单 说 说 这 些 名 称 的 
由 来 ,我 们 知道 , 双 曲 平面 上 任 一 直线 有 两 个 无 穷 远 点 ;椭圆 平面 
上 的 直线 没有 无 穷 远 点 ; 欧 氏 平面 上 的 直线 有 一 个 无 穷 远 点 . 另 一 
方面 , 双 曲 线 ,抛物线 ,椭圆 如 果 看 成 拓 广 欧 氏 平面 上 的 曲线 , 则 它 
们 上 面 无 穷 远 点 的 个 数 分 别 是 两 个 ,一 个 , 零 , 所 以 也 称 欧 氏 几何 
为 抛物 几何 . 双 曲 几何 与 椭圆 几何 也 由 此 命名 ,这 些 名 称 是 Klein 
首先 提出 的 . 


习题 6.2 


1. 试 证 酉 圆 平面 上 一 定 直线 的 所 有 垂 线 过 一 定点 ， 

2. 证 明 柚 加 平面 上 任 两 直线 存在 唯一 的 公 和 线 ， 

3. 验证 ,如 果 以 ie,ip,iy 分 别 代替 双 曲 三 角 公式 中 ,8,y 就 可 以 得 到 
椭 贺 三 角形 的 基本 公式 ， 

4. 设 1Q1,Q;, Qi; EI 是 椭 四 坐标 系 ,A= QiEx Q,Q,,B= QEx 
QQ;,C= QExX QQ,, 

(1) 计算 人 QiCE 的 三 边 长 与 三 内 角 ,并 求 出 人 Q, BC; 

(2) 证 明 d(Q,,E)<2d(E,A),d(Q:,Q:)<2d(B,C). 

5. 证 明 ,对 于 椭 四 平面 上 任 一 条 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲线 全 ,存在 叭 
一 的 点 C, 使 过 C 的 任 一 直线 与 有 两 个 交点 , 且 C 是 此 两 交点 所 成 线段 之 
一 的 中 点 . 

6. 设 可 平面 上 四 边 形 ABCD 的 三 个 内 角 都 是 直角 ,第 四 个 角 是 w， 

(1) 求 四 边 形 ABCD 的 面积 ; 

(2) 若 角 w 的 两 邻 边 相等 ,证 明 另 外 两 边 也 相等 ; 

(3) 若 w= 等 , 且 角 w 的 两 邻 边 相等 , 求 各 边 长 ， 

7. 试 证 酉 加 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 ， 

8. 试 证 枉 贺 三 角形 的 三 条 中 线 交 于 一 点 . 

9. 试 证 精 圆 三 角形 的 三 条 中 位 线 与 底 边 的 交点 共 线 ， 

10. 证 明 任意 实 加 三 角形 存在 外 接 贺 与 内 切 国 ， 
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$6.3 变换 群 与 几何 学 


1872 年 ,德国 数学 家 Klein 在 Erlangen 大 学 作 了 一 次 题 为 “ 近 
世 几 何 学 研究 的 比较 评论 "的 讲演 .讲演 中 ,Klein 根据 当时 已 发 展 
起 来 的 变换 群 论 观点 ,把 所 有 的 几何 学 综合 起 来 ,并 用 变换 群 给 出 
了 几何 学 的 定义 ,这 就 是 通常 所 说 的 Erlangen 纲领 . 

在 集合 S 上 用 某 种 方法 给 出 几何 学 的 构造 时 , 则 S 称 为 空 
间 .Erlangen 纲领 的 思想 可 以 概括 如 下 :“ 设 已 给 出 空间 S 与 S 上 
的 变换 群 G ,那么 S 的 子 集 ,也 就 是 图 形 ,可 能 具有 多 种 性 质 , 研 
究 这 些 性 质 中 ,在 属于 G 的 所 有 变换 下 保持 不 变 的 性 质 的 学 科 ， 
称 为 从 属于 G 的 空间 S 的 几何 学 ”. 

也 就 是 说 ,Klein 认为 ,在 每 一 种 几何 中 ,总 有 一 个 变换 群起 着 
重要 的 作用 ,相应 的 几何 学 就 是 研究 在 这 种 变换 群 作 用 下 ,图 形 的 
不 变性 质 和 不 变量 的 科学 .关于 几何 学 (S,G), 如 果 把 群 G 用 它 
的 子 群 G' 代 震 , 则 可 以 得 到 新 的 几何 学 (S,G’). 对 应 于 G 的 一 
系列 子 群 ,可 得 到 一 系列 的 几何 学 .例如 ,使 S 的 特定 图 形 M 保 
持 不 变 的 G 的 全 体 变 换 构成 G 的 子 群 G(M), 可 以 认为 G(M) 作 
用 于 从 S 去 掉 M 所 得 的 子 空间 S" ,这 样 就 得 出 新 的 几何 学 (S ， 
G(M)). 这 时 ,指定 的 图 形 M 称 为 绝对 形 . 这样 ,就 可 从 一 种 几何 
学 导出 多 种 几何 学 .Klein 的 变换 群 观点 揭示 了 多 种 几何 之 间 的 本 
质 联 系 与 区 别 . 

射影 几何 学 是 研究 射影 平面 在 直射 变换 群 下 不 变 的 性 质 与 量 
的 几何 学 .我 们 知道 ,点 与 直线 的 各 种 结合 关系 在 直射 变换 下 是 不 
变 的 ,是 主要 的 射影 性 质 ; 共 线 四 点 或 共 点 四 直线 的 交 比 是 基本 的 
射影 不 变量 .所 以 凡是 可 以 用 点 与 直线 结合 关系 叙述 的 定理 与 性 
质 都 是 射影 性 质 . 譬如 , Desargues 定理 , Pappus 定理 等 . 根据 
Steiner 定理 ,二 次 曲线 也 是 射影 几何 研究 的 内 容 ,关于 二 次 曲线 
的 点 与 直线 的 结合 关系 的 Pasacl 定理 , Brianchon 定理 也 都 是 射影 
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几何 的 定理 .把 射影 平面 上 的 变换 群 (直射 群 ) 换 成 它 的 子 群 椭圆 
变换 群 ,研究 射影 平面 上 在 椭圆 变换 群 作用 下 不 变 的 性 质 的 几何 
成 为 椭圆 几何 .又 例如 ,把 仿 射 平面 的 仿 射 变换 群 换 成 它 的 子 群 欧 
氏 变 换 群 得 到 欧 氏 几何 .在 这 两 种 情况 几何 空间 都 没有 改变 ,变换 
群 改 变 了 . 仿 射 几 何 与 欧 氏 几何 的 绝对 形 都 是 射影 平面 上 的 直线 ， 
双 曲 几何 的 绝对 形 是 射影 平面 上 的 一 条 非 退 化 有 实 轨迹 的 二 次 曲 
线 . 仿 射 . 欧 氏 与 双 曲 几何 跟 射影 几何 比较 ,它们 的 空间 是 不 一 样 
的 ,变换 群 也 不 一 样 . 

如 果 (S,G) 是 一 种 几何 学 ,对 于 S 上 的 两 个 图 形 ,如 果 存在 
G 中 元 素 把 一 个 图 形变 成 另 一 个 ,那么 称 这 两 个 图 形 是 全 等 的 . 
由 于 G 是 群 ,容易 验证 空间 S 上 这 种 全 等 关系 是 等 价 关 系 , 即 任 
一 图 形 与 自身 全 等 ;如 果 M 与 M 全 等 , M' 也 与 M 全 等 ;如 果 M 
与 M 全 等 ,M' 与 M" 全 等 , 则 M 与 M“ 也 全 等 .从 本 书 讨论 知道 ， 
射影 平面 上 任意 两 个 三 点 形 ,三 线形 分 别 全 等 ;一 直线 上 四 点 与 另 
一 直线 上 四 点 全 等 的 充 要 条 件 是 它们 的 交 比 相等 .在 射影 平面 上 ， 
任 两 条 有 实 轨迹 非 退化 的 二 次 曲线 全 等 . 

在 $4.5, 我 们 讨论 了 射影 几何 , 仿 射 几何 , 欧 氏 几何 与 它们 各 
自 变换 群 的 关系 ,这 里 不 再 重复 . 欧 氏 几何 , 双 曲 几何 ,椭圆 几何 都 
是 度量 几何 ,它们 的 绝对 形 是 直线 或 二 次 曲线 .两 点 之 间 的 距离 ， 
两 直线 的 夹 角 都 是 各 自 变换 群 下 的 不 变量 .下 面 以 射影 几何 中 的 
Desargues 定理 为 例 进一步 说 明 射 影 几 何在 其 它 几何 中 的 应 用 . 

定理 6.3.1 设 全 ABC 与 AA'B'C' 是 欧 氏 平面 上 两 个 三 角 
形 ,如 果 它 们 的 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 或 者 互相 平行 , 且 有 两 对 对 
应 边 交点 在 直线 上 , 则 第 三 对 对 应 边 的 交点 也 在 上 上 ,或 者 第 
三 对 对 边 都 平行 于 &. 

这 是 射影 几何 中 的 Desargues 定理 在 欧 氏 几何 中 的 情形 ,下面 
的 定理 是 Desargues 定理 的 逆 定 理 在 欧 氏 几何 中 的 应 用 . 

定理 6.3.2 ”如 果 欧 氏 平面 上 两 个 三 角形 的 对 应 边 都 平行 ， 
那么 它们 的 对 应 顶点 的 连 线 也 平行 或 者 交 于 一 点 . 
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如 果 双 曲 平面 上 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 在 双 曲 平面 上 并 且 
共 线 ,那么 它们 的 对 应 顶点 的 连 线 在 射影 平面 交 于 一 点 .如 果 这 一 
点 不 在 双 曲 平面 上 ,也 不 在 绝对 形 上 ,这 一 点 关于 绝对 形 的 极 线 是 
三 角形 的 对 应 顶点 连 线 的 公 垂 线 .于 是 有 

定理 6.3.3 设 全 ABC 与 全 ABC“ 是 双 曲 平面 上 两 个 三 角 
形 , 如 果 它 们 的 对 应 边 交点 在 一 双 曲 直线 上 ,那么 它们 的 对 应 顶点 
的 连 线 必 属于 下 列 三 种 情况 之 一 : 

(ji ) 交 于 双 曲 平面 上 一 点 ;( ii ) 是 沿 同一 方向 平行 的 极限 
平行 线 ;( 首 ) 具有 公共 的 公 垂 线 ， 

下 面 的 定理 是 Desargues 定理 的 逆 定 理 在 双 曲 几何 中 的 情形 

定理 6.3.4 设 入 ABC 与 AAAB'C' 是 双 曲 平面 上 的 三 角形 ， 
如 果 它 们 的 对 应 边 分 别 平行 , 且 AB 与 A'B',AC 与 A"C ,BC 与 
BC 的 公 垂 线 交 于 一 点 , 则 它们 对 应 顶点 的 连 线 属于 下 列 三 种 情 
况 之 一 : 

(1 ) 交 于 双 曲 平面 上 一 点 ;(ii ) 是 沿 同一 方向 平行 的 极限 
平行 线 ;( 诈 ) 具有 公共 的 公 垂 线 . 

产生 这 些 情况 的 原因 自然 是 欧 氏 平面 与 双 曲 平 面 都 只 是 射影 
平面 的 一 部 分 ,从 射影 几何 观点 来 看 存在 的 点 或 直线 在 欧 氏 几何 
或 双 曲 几何 里 不 存在 ,但 是 都 可 以 给 以 适当 的 解释 . 

欧 氏 几何 的 变换 群 是 欧 氏 变换 群 , 它 是 直射 变换 群 的 子 群 ; 双 
曲 几 何 与 椭圆 几何 的 变换 群 分 别 是 双 曲 变换 群 与 椭圆 变换 群 , 它 
们 也 是 直射 变换 群 的 子 群 .射影 平面 上 的 直射 变换 群 依赖 于 8 个 
独立 参数 ,而 相应 的 欧 氏 、 双 曲 、 椭 圆 变换 群 分 别 依赖 于 3 个 独立 
参数 ,平面 仿 射 变换 群 依赖 于 6 个 独立 参数 ,所 以 欧 氏 、 仿 射 、 双 
曲 .椭圆 变 换 群 作为 直射 变换 群 的 子 群 比 直射 变换 群 要 小 得 多 . 作 
为 一 种 几何 ,变换 群 越 小 ,所 要 满足 的 不 变 条 件 减 少 ,其 几何 内 容 
越 丰富 .作为 练习 ,读者 可 以 把 本 课程 中 讨论 的 各 种 空间 ,相应 的 
变换 群 及 其 几何 研究 的 主要 内 容 以 及 它们 的 不 变量 与 不 变性 质 作 
一 整理 .读者 也 可 试 着 证 明 , 对 于 欧 氏 、 双 曲 、 椭 贺 三 种 度量 几何 ， 
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距离 都 是 最 主要 的 不 变量 ,等 距 是 最 主要 的 度量 性 质 .在 这 些 度 量 
空间 上 ,点 与 直线 的 结合 关系 等 不 变性 质 都 可 以 用 距离 表示 . 

自然 ,直射 变换 群 的 子 群 很 多 ,可 以 研究 的 几何 也 很 多 ,也 可 
以 研究 其 他 数 域 , 如 复数 域 ,有 限 域 上 的 射影 几何 ,高 维 的 射影 几 
何 .有 兴趣 的 读者 可 以 作 进 一 步 的 学 习 研 究 . 

Klein 的 变换 群 观点 在 近代 几何 的 发 展 中 起 了 重要 的 作用 ,在 
几何 的 发 展 史 上 差不多 支配 了 半 个 世纪 之 久 . Erlangen 纲领 使 人 
们 看 清 了 古典 几何 学 的 本 质 , 成 为 研究 几何 学 的 指导 原理 ,具有 很 
大 的 历史 价值 . 

现代 几何 的 发 展 早已 超越 了 Klein 的 思想 ,进一步 研究 可 以 
发 现 本 书 讨论 的 几何 空间 都 是 齐 性 空间 或 对 称 空间 的 特例 ,它们 
都 是 某 些 群 的 商 空间 .也 发 现 了 许多 不 属于 Klein 观点 的 几何 学 ， 
例如 现代 微分 几何 研究 的 中 心 内 容 之 一 :Riemann 几何 .Riemann 
几何 是 研究 具有 度量 的 微分 流 形 上 的 几何 学 ,这 样 的 空间 叫 
Riemann 流 形 .在 Riemann 流 形 上 虽然 有 度量 也 能 定义 其 上 两 点 
之 间 的 距离 ,但 是 一 般 来 说 没有 与 之 相当 的 变换 群 (等 距 变换 群 )， 
如 果 有 ,一 般 也 比 同 维 数 的 欧 氏 空间 上 的 变换 群 的 维 数 要 小 .所 以 
Riemann 几何 不 能 看 作 Klein 意义 下 的 几何 学 ,这 说 明 不 属于 Er- 
langen 纲领 的 几何 学 是 存在 的 .尽管 如 此 , 群 论 的 观点 ,变换 群 的 
思想 在 现代 几何 与 拓扑 的 研究 中 还 是 占有 十 分 重要 的 地 位 , 群 的 
运用 也 是 随处 可 见 的 . 
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名 词 与 人 名 索引 


Beltrami 229 不 动 点 83 
Bolyai 228 Le 
Brianchon 点 149 超 理 想 点 231 
Brianchon 定理 149 D 
Desargues 定理 38 大 图 ”274 
Erlangen 纲领 293 单 比 ”166 
Euclid 224 单位 点 25 
Euler 线 40 单位 直线 27 
Gauss 228 等 距 线 258 
Hilbert 230 第 四 调和 点 55 
Klein 模型 232 点 列 17 
Laguerre 定理 194 点 线 变 换 141 
Lobachevsky 228,255 对 称 轴 203 
Pappus 定理 76 对 合 84 
Pascal 定理 147 对 角 点 44 
Pascal 线 148 对 角 三 点 形 44 
Poincare 模型 268 对 角 三 线形 44 
Pythagoras 224 对 角 线 44 
Steiner 定理 71,119,126 对 径 点 6,274 
B 对 偶 命题 41 
保 角 映射 288 对 偶 图 形 43 
变换 群 67 对 偶 映 射 288 
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对 偶 原理 42 
对 射 141 

E 
二 次 曲线 116 
二 次 曲线 束 159 
二 级 曲线 118 
二 阶 曲线 116 

下 
仿 射 变换 106,172 
仿 射 变换 群 ”106,172 
仿 射 几何 165 
仿 射 平面 166 
仿 射 性 质 172 
仿 射 直线 166 
仿 射 中 点 171 
仿 射 坐 标 167 
仿 射 坐标 系 168 
非 退 化 117 

G 
割 线 122 
公理 ”225 
共 点 18 
共 罗 132 
共 罗 直 径 112,182 
共 线 18 

H 
弧 长 元 素 261 

J 
奇 点 118 


基点 25 
基线 27 
极点 133 
极 线 133 
极限 平行 线 231 
极 小 直线 194 
几何 原本 224 
渐 近 线 181 
交 比 49 
交换 群 ”68 
焦点 207 
角 亏 263 
角 到 276,290 
结合 关系 18 
局 部 等 距 288 
绝对 形 231,281 
L 
离心 率 210 
理想 点 231 
利 玛 窦 224 
六 点 形 146 
六 线形 149 
六 边 形 149 
罗氏 函数 255 


内 点 123 
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殉 氏 儿 何 193 
欧 氏 距离 。189 
欧 氏 平面 189 
欧 氏 性 质 193 

P 
抛物 线 176 
抛物 型 ”83 
配 极 变换 134 
配 极 原理 136 
平面 中 心 射影 2 
平行 公理 ”225 
平行 角 255 
平行 距 255 
平行 线 166 

Q 
齐 次 坐标 10 
切 点 122 
切线 122 
球面 三 角形 276 
群 67 

S 
三 点 形 18 
三 线形 18 
射影 变换 82 
射影 点 16 
射影 平面 16 
射影 直线 16 
射影 中 心 1,2 
射影 坐标 系 ”25 
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双 曲 半径 232 

双 曲 变换 239 

双 曲 几何 240 

双 曲 角度 236 

双 曲 距离 ”232 

双 曲 面积 元 素 262 

双 曲 平面 231 

双 曲 三 角形 246 

双 曲 上 半 平 面 272 

双 曲 线 176 

双 曲 型 ”83 

双 曲 性 质 240 

双 曲 余弦 定理 246 

双 曲 圆 ”258 

双 曲 运动 239 

双 曲 运动 群 240 

双 曲 正弦 定理 246 
T 

调和 点 列 55 

调和 同调 变换 98 

同调 变换 98 

透视 40,52,69 

透视 对 应 ”52,69 

透视 中 心 ”40,69 

透视 轴 40,69 

退化 117 

退化 六 边 形 150 

退化 六 点 形 150 

椭圆 176 


椭圆 平面 281 
椭圆 型 ”83 
椭圆 性 质 281 
椭圆 运 动 ”281 
椭圆 变换 ”281 
椭 图 距离 。”282 
椭圆 三 角形 289 
椭圆 坐标 281 
椭圆 坐标 系 284 
拓 广 欧 氏 平面 6 
拓 广 平面 6 
拓 广 直线 5 

Ww 
外 点 ”123 
完全 四 点 形 44 
完全 四 线形 44 
无 穷 远 点 5,231 
无 穷 远 直线 6 
无 心 曲线 178 

X 
弦 178 
线束 17 
线束 中 心 17 
线 二 次 曲线 118 
线 坐 标 12 
相似 比 191 
相似 变换 190 
相似 变换 群 191 


虚 点 187 
虚 直 线 187 
徐光启 224 
旋转 群 67 

Y 
一 维 射影 映射 78 
影 消 点 2 
影 消 线 3 
有 向 角 60 
圆 点 ”190 

VA 
正 交 和 矩阵 192 
直径 112,180 
直射 ”89 
直射 变换 93 
直射 变换 群 93 
直射 映射 89 
直线 中 心 射影 1 
中 点 171 
中 心 112,178 
中 心 二 次 曲线 178 
中 心 射影 1 
准 线 207 
自 共 罗 点 ”133 
自 共 元 直线 134 
自 极 三 点 形 137 
坐标 25 
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